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ABSTRACT

The receiving of seismic waves by multiple geophones (geophone-group) is described
by a system of coupled differential equations considering only effective resistances. For
so-called symmetrical connections of the geophone-group which are used in practice
nearly in all cases, a method can be given for solving this system of differential equations.
The solutions so derived are valid for seismic waves of any shape. The calculation takes
into account the coupling of the geophones as well as the building-up transient oscillations.

A suitable measure of superposition is defined, based on the energy transferred during
the receiving of the seismic waves. By this means effects similar to interference are
investigated which occur at the geophone-group. As a numerical example calculation is
carried out for a geophone-group consisting of three geophones which is excited by
impulse-shaped waves of the form of a damped sinusoidal oscillation. The occurring
effect of superposition and its dependence on direction are discussed. In the appendix
formulae are presented for investigation of further numerical examples.

ZUSAMMENFASSUNG

Der Empfang seismischer Wellen durch mehrfach aufgestellte Geophone (Geophon-
gruppe) wird unter blosser Beriicksichtigung von Wirkwiderstinden durch ein System
gekoppelter Differentialgleichungen beschrieben. Fiir sogenannte symmetrische Schal-
tungen der Geophongruppe, die in der Praxis in der Regel allein vorkommen, ldsst
sich eine Methode zur Losung dieses Differentialgleichungssystems angeben. Die
Losungen gelten fiir seismische Wellen beliebiger Form. Die Kopplung der Geophone
und alle Einschwingvorginge sind beriicksichtigt.

Von der Energie ausgehend, die beim Empfang der seismischen Wellen umgesetzt
wird, erfolgt die Definition eines geeigneten Superpositionsmasses. Mit seiner Hilfe
werden interferenzahnliche Effekte bei der Geophongruppe untersucht. Als numerisches
Beispiel wird eine Geophongruppe aus drei Geophonen berechnet, die durch impulsfor-
mige Wellen in der Form einer gedimpften Sinusschwingung erregt wird. Der dabei
auftretende Superpositionseffekt und seine Richtungsabhédngigkeit werden diskutiert.
Im Anhang ist Formelmaterial fiir weitere numerische Rechnungen bereitgestellt.

EINLEITUNG: AUFGABENSTELLUNG

In der angewandten Seismik wird fast ausschliesslich die Mehrfachauf-
stellung von Geophonen angewandt. Es gibt mehrere Griinde, die zu dieser
Methode fiihrten. Sie verfolgen alle den Zweck, in den erhaltenen Seismo-
grammen unerwiinschte Storschwingungen abzuschwichen und so die Qualitdt
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der Seismogramme zu verbessern. Zum Beispiel kann man durch die Mehr-
fachaufstellung von Geophonen die stérende Wirkung der Oberflichenwellen
vermindern und das Amplitudenverhéltnis von Nutz- zu Stérsignal im Seismo-
gramm vergrossern (LOMBARDI 1955). Die Griinde fiir die Mehrfachaufstellung
von Geophonen sollen hier nicht ndher behandelt werden. Ein reichhaltiges
Literaturverzeichnis iiber die Verwendung mehrfach aufgestellter Geophone
wurde von PARR und MAYNE (1955) angegeben. In der vorliegenden Arbeit
wird vielmehr von der Frage ausgegangen, welche Konsequenzen eine gegebene
Mehrfachaufstellung fiir die Registrierung der Reflexionen, also fiir die Nutz-
signale selber nach sich zieht. Von diesem Standpunkt aus behandeln auch
HaLeEs und EpwARDS (1955) das gleiche Thema. Jedoch betrachten sie nur
den Spezialfall, dass die Geophone durch stationdre, sinusférmige Wellen
erregt werden. Demgegeniiber ist das Ziel der nachstehenden Untersuchung
die grundsitzliche Behandlung der Mehrfachaufstellung "idealer Geophone’’ 1)
fiir den Fall beliebiger impulsférmiger Erregung.

I. ABSCHNITT: DAS EINZELNE GEOPHON

1. 1) Differentialgleichungen des Geophons

Das in der angewandten Seismik am meisten gebrauchte Geophon besteht
im wesentlichen aus einer im Geophongehduse federnd aufgehdngten Tauch-
spule, die in den Ringspalt eines mit dem Gehduse fest verbundenen Topf-
magneten hineinragt. Die Tauchspule hat die Masse M und kann nur in der
vertikalen Richtung um ihre Ruhelage schwingen. Ihre relativ zum Gehduse
gemessene Ausschwingung wollen wir durch die Koordinate x angeben.
Das Geophongehduse sei nun mit dem schwingenden Boden fest verbunden,
also starr gekoppelt. Die vertikale Komponente der Verschiebung der Boden-
teilchen sei z. Die vertikale Komponente der Bewegung der Tauchspule in
einem raumfesten Koordinatensystem ist

Z(t) = x(t) + 2() (1)

wo ¢ die Zeit ist. Wenn S die konstante Federsteife der elastischen Bindung
der Tauchspule an das Gehduse ist, so wirkt auf die Spule die Federkraft
-Sx(¢). Weiter wirkt bei der Bewegung die Reibungskraft -rdx(¢)/d¢, wo » der
konstante mechanische Dampfungsfaktor ist. Bei der Bewegung der Spule
halten die Federkraft und die Reibungskraft der Trigheitskraft Md?Z(¢)/dt?
das Gleichgewicht. Es gilt also mit Riicksicht auf (1) fiir die Geophonspule
die Bewegungsgleichung
a2 x(t d x(t a2 z(t

dt§)+r dt() +Sx(t)=_—M_—dt£) (2)

1) Die Erklirung dieses Begriffes erfolgt im Anschluss an Gleichung (8).

M
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Diese Gleichung gilt nur fiir eine Spule, die nicht stromdurchflossen ist, das
heisst bei offenen Geophonklemmen. Der mechanische Dampfungsfaktor »
beriicksichtigt dabei auch die elektromagnetische Wirbelstromdampfung,
die bei der Bewegung der Metallteile im Magnetfeld entsteht.

Das radial gerichtete Magnetfeld in dem Ringspalt des Topfmagneten
moge am Ort der Tauchspule die konstante Feldstirke H haben. Bei der
Bewegung der Spule im Magnetfeld wird in der Spule eine Spannung U indu-
ziert von der Grdsse

d x(t) d x(t)
a —E g 3)

U(t) = 2mnp ppy H

Darin bedeuten n die Anzahl der Spulenwindungen, p den Spulendurchmesser,
u die relative Permeabilitdit von Luft (& 1) und p, die absolute Permeabilitdt
des Vakuums. Wenn nun die Geophonklemmen durch einen Stromkreis
geschlossen werden, so fliesst in dem Stromkreis, also auch in der Geophonspule
ein Strom I, fiir den die Differentialgleichung gilt:
v =120 1 r1g) @

Darin ist L die Gesamtselbstinduktion und R der gesamte Wirkwiderstand
des Stromkreises.

Da die in Bewegung befindliche Spule stromdurchflossen ist, wirkt auf sie
im Magnetfeld zusdtzlich die Kraft

27npupe HIt) = KI(t) (5)

Nach der Lenzschen Regel ist diese Kraft immer so gerichtet, dass sie die
Ursache des Induktionsstromes, nimlich die Bewegung der Spule zu hemmen
sucht. Sie hat also dieselbe Richtung wie die Reibungskraft. Fiir die Spulen-
bewegung gilt jetzt statt (2) die Gleichung

d? d a2
2 4 20 suy + kKI9=— M EED ©)

M

Mit Riicksicht auf (3) folgt fiir den Strom im Geophonkreis aus (4)

41t dx(t
2 TRIO—K—F—=o0 (7)

L

In Verbindung mit seinem Stromkreis ist das Geophon ein gekoppeltes, elektro-
mechanisches System, das durch die beiden Differentialgleichungen (6) und
(7) vollstandig beschrieben wird. In (6) ist KI(¢) und in (7) ist -K d x(¢)/dt das
Kopplungsglied. K moge die Kopplungskonstante heissen.
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1. 2) ,,Ideales Geophon” — Anfangsbedingungen

Fiir alle folgenden Uberlegungen wollen wir nun im Geophonstromkreis
die Selbstinduktion L gegeniiber dem Wirkwiderstand R so klein annehmen,
dass in (4) und (7) das Glied L d I(¢)/dt neben RI(t) vernachldssigt werden kann.
Statt (7) gilt dann

RI{) —K d’;ﬁt) —o0 (8)

Das ganze Problem ist jetzt statt von der 3. nur noch von der 2. Ordnung.
DENNISON (1953) nennt ein Geophon, bei dem diese Bedingung erfiillt ist,
ein ,,ideales Geophon”. Durch Elimination von I(f) in (6) mittels (8) folgt
jetzt als. Bewegungsgleichung fiir das Geophon:

a?x(t) ( + K"’) d x(t) az z(t)

M=—a= +|(r & TSH)=—M—7p (9)

R

Diese Gleichung hat die {iibliche Gestalt einer Seismographengleichung.
Um sie eindeutig losen zu konnen, miissen noch Anfangsbedingungen fiir
die Bewegung festgelegt werden. Die Zeitzdhlung erfolge so, dass die eigent-
liche Erregung frithestens zur Zeit £ = o beginnt. Das heisst, z(¢) verschwindet
identisch fiir alle negativen ¢ Verniinftigerweise fordern wir fiir die Erregungs-
funktion, die ja die Bodenbewegung beschreibt, im ganzen Zeitintervall
Stetigkeit, also auch im Zeitpunkt ¢ = o. Es gilt dann fiir die Erregung die
Anfangsbedingung:

z(t) =o0; t<o (x0)

Weiter wollen wir annehmen, dass die Funktion 2(f) und ihre Ableitung
dz(t)/dt zu allen Zeiten dem Betrage nach beschrinkt sind. Vom physikalischen
Standpunkt aus wire es richtiger, auch fiir die Ableitung dz(f)/dt Stetigkeit
in allen Punkten zu fordern. Dann wire z(f) eine glatte Funktion. Mit Riick-
sicht auf spdtere Teile der Untersuchung sollen hier jedoch ausdriicklich fiir
z(t) auch Funktionen zugelassen werden, die nur stiickweise glatt sind. Physi-
kalisch bedeutet das, dass wir in einzelnen Zeitpunkten die Wirkung unendlich
grosser Krifte vom Boden auf das Geophongehduse zulassen, was natiirlich
eine Ungenauigkeit ist. Fiir uns besteht hier aber nicht die Bewegung des
Geophongehduses durch den Boden als mechanisches Problem, sondern die
Bewegung der Geophonspule bei vorgegebener Gehiusebewegung. Der Fall
einer glatten Funktion z(f) ist unter den zugelassenen Funktionen ein Spezial-
fall. Aus (10) folgt jetzt lediglich

dz(t)jdt =0; t<<o (1)
Der rechtsseitige Grenzwert lim dz(¢)/dt kann sehr wohl von Null verschieden
t—+o0

sein.
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Die Bewegung Z(t) der Geophonspule gegen ein raumfestes Koordinaten-
system verlduft natiirlich stetig. Wegen der Stetigkeit von z(¢) folgt aus (1)
auch die Stetigkeit von x(f). Solange keine Erregung des Systems stattfindet,
bleibt die Geophonspule in ihrer Ruhelage. Damit ergibt sich aus (10) fiir
x(¢) die Anfangsbedingung

x() =0; t<o0 (12)

Unter den fiir z(f) gemachten Voraussetzungen haben die Krifte, die auf die
Masse der Geophonspule wirken, ndmlich die Federkraft -Sx(#) und die Rei-
bungskraft -»d x(f)/dt, aus physikalischen Griinden nur endliche Betrige.
Das heisst: Die Funktionen x(f) und dx(¢)/dt sind zu allen Zeiten dem Betrage
nach beschriankt. Daraus folgt, dass die Bewegung Z(f) der Geophonspule
im Raume eine glatte Funktion ist. Im allgemeinen Falle ist also wegen (1)
x(t) wie z(t) eine nur stiickweise glatte Funktion, die an denselben Stellen wie
2(t) Ecken hat. Man kann aus (12) entsprechend (11) nur folgern

dx(t)jdt =o0; t<o (x3)

Der rechtsseitige Grenzwert lim dx(¢)/d¢ kann von Null verschieden sein.

t—>+0
Da die Bewegung Z(t) der Geophonspule gegen den Raum eine glatte Funktion
ist, ist ihre Geschwindigkeit d Z(f)/dt in allen Punkten stetig. Wenn man den
rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert dieser Geschwindigkeit an einer
Eckstelle von z(¢) einander gleichsetzt, so ergibt sich wegen (1), dass die Funk-
tion dx(f)/dt an denselben Stellen wie dz(f)/dt unstetig ist, und zwar springt
sie dort um denselben Betrag wie d z(¢)/dt aber in umgekehrter Richtung. Bei
Anwendung auf die Stelle ¢ = o erhalten wir bei Beriicksichtigung von (r1)
und (13) die noch fehlende Anfangsbedingung zu (g)
. dx(t) . dz)
‘lirx:o} a 11—1:?0 at (x4)
Wenn z(¢) an der Stelle ¢ = o keine Ecke hat, sind natiirlich beide Grenzwerte
gleich Null.

Nach Lésung der Differentialgleichung (9) berechnet sich die in den Geophon-
stromkreis induzierte Spannung U(f) nach (3). Man kann nun sagen, dass
U(¢) nur stetig ist, wenn 2(¢) eine glatte Funktion ist. Wenn z(f) Eckstellen
hat, dndert sich U(¢) an diesen Stellen unstetig.

1. 3) Dimensionsloses Zeitmass — Losung der Geophongleichung

Man erreicht eine formale Vereinfachung der Gleichung (9) durch Einfiithrung
des Ddampfungsmasses « und der Resonanzkreisfrequenz «, des Geophons,
und weiter durch die Einfithrung eines dimensionslosen Zeitmasses =. o und «,
sind gegeben durch die beiden Gleichungen:
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M . B\ w15
* = 2 Mo, '+R)’ “’°‘VM (15)
Fiir die Transformation der Zeitvariablen gilt
T =yl (16)

Wenn man x = x(t) und z = z(x) als Funktionen von = auffasst und die
Differentiation nach = durch einen Punkt bezeichnet, so ist

ax ; a2 x 5 s 2 i
7= @0X(7); gy = x(7); oy = @o2(7) (17)
dt at at

~ Mit diesen Umformungen nimmt jetzt die Geophongleichung (9) die einfache
Gestalt an

#(x) + 2 ak(s) + x(5) =— i(3) (18)

Die Anfangsbedingungen (10), (12) und (14) fiir die Erregung und fiir die
Bewegung lauten jetzt:
% (1) = 2z (7) =0; <0 (z)
#(+0) +5(+0) = 0 .

Dabei bedeutet die Schreibweise bei den Geschwindigkeiten die iibliche
Abkiirzung fiir die normale Schreibweise der entsprechenden rechtsseitigen
Grenzwerte an der Stelle = = o.

Wir wollen nun die Differentialgleichung (18) mit Hilfe der Laplace-Trans-
formation @ l6sen. Zuvor seien aber noch einmal die im Abschnitt 1.2 aus-
fiihrlich besprochenen Eigenschaften der Funktionen x(z), z(7) und Z(z) = x(x)
+ 2(t) kurz erwdhnt: Es sind x(t) und z(r) stetig, stiickweise glatt und dem
Betrage nach beschrinkt. Die Ableitungen x(r) und %(r) sind ebenfalls dem

Betrage nach beschrankt. Z(r) ist glatt, Z(r) stetig und stiickweise glatt.
Wegen (1) kann man die Bewegungsgleichung (18) in folgender Form schreiben:

Z(7)+2ai(t) +x(t) =0 (20)

Statt (18) wollen wir diese Gleichung nach den Regeln der Laplace-Transfor-
mation in den Bildraum abbilden. Dabei wird hauptsichlich die Regel iiber
die Abbildung der Ableitung einer Funktion benutzt!). Die Anwendung
dieser Regel wiirde aber in unserem Falle erfordern, dass an allen Stellen
%(7) einmal und Z(<) zweimal differenzierbar ist. Das ist nicht der Fall. Nach
DoETscH (1950, S. 103) kann man aber mit Hilfe eines verallgemeinerten
" Differenzierbarkeitsbegriffes, wie er in der Theorie des Lebesguesschen Inte-
grals verwendet wird, nachweisen, dass diese Regel auch noch fiir den Sonder-

1) s. DoETscH (1950) S. 100.



200 FRANZ JOSEF KUPPER

fall der ersten Ableitung einer stetigen, nur stiickweise glatten Funktion gilt.

Die in (20) auftretenden Ableitungen x(t) und 2 () sind aber erste Ableitungen
von stetigen und stiickweise glatten Funktionen. Die Eigenschaften der auf-
tretenden Funktionen lassen also gerade noch die Behandlung der Differential-
gleichung (18) beziehungsweise (20) mittels der Laplace-Transformation in
der gewohnlichen Weise zu.

Wenn s die komplexe Bildvariable bedeutet, folgt aus (20) die zugehdorige
Bildgleichung:

s Q {Z(r)} — s Z(+ 0) — Z(+ 0)+2 afs € {x()}— x(+ 0)] + € {x(x)}=0 (21)

Nach (1) und (19) sind die auftretenden Anfangswerte gleich Null. Wenn man
Z(z) nach (1) wieder zerlegt, folgt also

(sz+2¢s+1 {x(-r}=—s’s3{z (7)} (22)

Da die Originalfunktionen x(r) und z(r) dem Betrage nach beschrinkt sind,
existieren ihre zugehorigen Bildfunktionen in der ganzen Halbebene, in der
der Realteil von s positiv ist. Aus der Riicktransformation von (22) in den Origi-
nalbereich ergibt sich jetzt die Losung der Geophongleichung (18) bei den
Anfangsbedingungen (19) zu

2 T
o ) o

Da Q{x(7)} = sQ{x(r)} ist, folgt fiir die Geschwindigkeit

22{z(@)} )

s*+2as+1§ (24)

#(=—g" g
Es ist interessant, dass bei den natiirlichen Anfangsbedingungen (1g) der
Anfangswert x(+ 0), der ja von Null verschieden sein kann, in der Lésung (23)
und (24) nicht mehr auftritt.

Man hidtte natiirlich die leferentlalglemhung (18) auch mit anderen Metho-
den l6sen konnen. Dass wir unter den gegebenen Voraussetzungen die Losung
aber auch mit Anwendung der Laplace-Transformation herbeifiihren konnten,
verschafft uns einige Vorteile, die sich besonders bei praktischen Rechnungen
als niitzlich erweisen:

1. Es ist nicht mehr erforderlich, die allgemeine Losung von (18) zu kennen
und sie mit den Anfangsbedingungen (19) zu spezialisieren. Die Gleichungen
(23) und (24) geben direkt die spezielle Lésung an, bei der die Anfangsbe-
dingungen automatisch beriicksichtigt sind.
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2. Durch (23) und (24) lasst sich die Losung fiir den allgemeinen Fall der
Erregung z(t) iiberhaupt explizit angeben.

3. Fiir die praktische Berechnung der Losung mittels der Laplace-Transfor-
mation nach (23) und (24) stehen umfangreiche Hilfsmittel in Form
von Rechenregeln und Korrespondenzentabellen zur Verfiigung.

4. Zur Ermittlung von x(t) nach (24) ist nicht mehr die vorherige Kenntnis
von x(r) und anschliessende Differentiation erforderlich.

Der letzte Punkt ist fiir unsere Untersuchung besonders wichtig, da wir
zur Berechnung des Geophons die Kenntnis des Schwingweges x(t) nicht
benétigen. Uns interessiert im folgenden nur die Geschwindigkeit x(t) nach (24),
die wir daher fiir unsere Zwecke auch schlechthin als die Losung der Differen-
tialgleichung (18) bezeichnen.

Fiir die in den Geophonstromkreis induzierte Spannung U, die jetzt als
Funktion von r aufgefasst wird, folgt aus (3) und (17)

U(z) = Koy (1) (25)

Bei der Berechnung des Geophons geht es um die Auffindung des Zusammen-
hanges zwischen der Erregung z(t) des Geophons und der von diesem in den
Geophonstromkreis induzierten Spannung. Mit anderen Worten: Gesucht
ist der Zusammenhang zwischen dem, was auf das Geophon einwirkt, und dem,
was daraufhin von ihm wie von einem Generator abgegeben wird. Dieser
Zusammenhang ist durch die Gleichungen (24) und (25) gegeben, die sich zu
der folgenden zusammenfassen lassen:

s* 8 {z(7)} %

s2 4208 + I (26)

U(z) =— Koy @ g

2. ABSCHNITT: DIE ERREGUNG EINER GEOPHONGRUPPE

2. 1) Aufstellung der Geophongruppe

Unter einer Geophongruppe wird im folgenden ganz allgemein eine beliebige
Mehrfachaufstellung von m gleichartigen Geophonen verstanden, die in einer
einzigen elektrischen Schaltung auf irgend eine Weise zusammengeschaltet
sind und so alle nur auf einen Verstdrker der Registrierapparatur einwirken.
In diesem 2. Abschnitt wollen wir nur die Erregung der Geophongruppe
durch seismische Wellen behandeln. Die Berechnung der Geophongruppe
erfolgt erst im ndchsten 3. Abschnitt. Von der Geophongruppe ist also hier
lediglich ihre Aufstellung im Gelinde wichtig, ihre elektrische Schaltung
interessiert erst spiter.

Die Erdoberfliche, auf der die m Geophone der Gruppe aufgestellt sind,
sei eine horizontale Ebene. Einen Punkt dieser Ebene, der sich innerhalb des
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Aufstellungsbereiches der Geophongruppe befindet, wihlen wir zum Ursprung
eines kartesischen &,7,z — Koordinatensystems (Abb. 1). Dieser Punkt
kann natiirlich mit dem Ort eines Geophons zusammenfallen. Als £-Achse
(Einheitsvektor i) wihlen wir am besten eine durch die geometrische Form

z

- Geophonert
£ Wellenruc“un,

Abb. 1. Koordinatensystem zur Beschreibung der Geophongruppe und
der Wellenrichtung.
Coordinate system for description of the geophone group and the direction of the wave.

der Mehrfachaufstellung ausgezeichnete horizontale Gerade. Man kann auch
andere Geraden wie die Profilrichtung oder andere ausgezeichnete Richtungen
im Geldnde als &-Achse wdhlen. Die 2-Achse (Einheitsvektor f) ist vertikal
nach oben gerichtet. Die Orientierung der n-Achse (Einheitsvektor j) moge
so erfolgen, dass sich ein Rechtssystem ergibt. Wenn man nun die Geophone
von 1 bis m numeriert, dann kann die Aufstellung der Geophongruppe voll-
stindig beschrieben werden durch die Angabe der m Ortsvektoren zu den
einzelnen Geophonen:

tv=ivi+7)vi; v=I""Dm (27)

2. 2) Ebene Kompressionswellen — Zeitzahlung

Die erregenden seismischen Wellen steigen aus dem Untergrund auf, der
den Halbraum z < o erfiillt. Die Fronten dieser Wellen mégen im Aufstellungs-
bereich der Geophongruppe seitlich nicht begrenzt sein. Weiter nehmen wir
an, dass die Wellen innerhalb und in der Nihe des Aufstellungsbereiches mit
guter Niherung als ebene Wellen beschrieben werden konnen, die sich mit
der konstanten Geschwindigkeit V' fortbewegen. Diese beiden Bedingungen
fiir die seismischen Wellen liegen ganz in der Richtung der Aufgabenstellung,
wie sie in der Einleitung erfolgte, dass ndmlich in dieser Arbeit die Wirkung
der Mehrfachaufstellung lediglich fiir die Nutzwellen untersucht werden soll.
Die meisten Storwellen, deren Abschwichung gerade durch die Mehrfach-
aufstellung angestrebt wird, erfiillen diese beiden Bedingungen in der Regel
nicht. Thre Wellenfronten sind oft seitlich begrenzt und stark gekriimmt.
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Weil die m Geophone der Geophongruppe alle von gleicher Art sind, kénnen
wir hier zur Beschreibung der Vorgidnge wieder das dimensionslose Zeitmass
7 nach (16) benutzen. Wenn y, der Ortsvektor eines beliebigen Bodenteilchens
in seiner Ruhelage und g (<) der seines Ortes zur Zeit = ist, dann ist der mathe-
matische Ausdruck fiir die Bewegung des Bodens beim Durchlaufen ebener,
seismischer Kompressionswellen 1)

mo(!o‘g)g (28)

B6) = 3o+ 8f = — 53]

Darin ist 3 der Einheitsvektor in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen und
f(u) ist die Wellenfunktion. Das Argument
(xo°8)
s (29

ist die Phase der Wellenfunktion.

Die Wellenfunktion f(#) moge nun dieselben mathematischen Eigenschaften
haben wie die im Abschnitt 1.2 behandelte Erregungsfunktion z(t) beziehungs-
weise 2(f). Entsprechend (10) gilt also

fu) =0; uw<o (30)
Physikalisch beginnt der Wellenzug erst mit der Phase » = o. Weiter ist
f(u) stetig und stiickweise glatt, und sie selber und ihre erste Ableitung f(u)
sind dem Betrage nach beschriankt. Da nach (29) an einem festgehaltenen
Ort du = d~ ist, wollen wir die Differentiation nach # wie die nach t durch
einen Punkt bezeichnen. Uber diese Bedingungen hinaus kann die Wellen-
funktion der erregenden Wellen eine willkiirliche Funktion sein. Wenn f(u)
so beschaffen ist, dass das uneigentliche Integral

Jﬁ l}'(u)| du existiert (31)

so bezeichnen wir die erregenden seismischen Wellen als einen seismischen
Impuls oder eine seismische Impulswelle. Die Wellenfunktion f(#) nennen
wir dann die zugehorige Impulsfunktion. Die Begriindung dieser Definition
und die Erlduterung der Bedingung (31) erfolgt erst in den Abschnitten 4.1
und 4.4.
Durch die Gleichung (29) ist die Zdhlung der Zeit « bereits festgelegt. Es
- ist ndmlich gerade dann © = o, wenn die erregende Welle mit ihrer Phase
# = 0 am Koordinatenursprung eintrifft. In diesem Zeitmass v wollen wir
im folgenden alle Vorginge in der Geophongruppe beschreiben. Wenn wir
1) Vgl. Fussnote nichste Seite.
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in den spéteren Abschnitten die Verhéltnisse bei der Geophongruppe verglei-
chen mit denen bei einem Geophon in der Einzelaufstellung, so wihlen wir als
Ort dieses einzelnen Geophons immer den Ursprung des Koordinatensystems,
mit dem wir die Aufstellung der Geophongruppe beschreiben. Dadurch wird
erreicht, dass die oben fiir die Geophongruppe festgelegte Zeitzihlung mit
derjenigen iibereinstimmt, die im 1.Abschnitt bei der Behandlung des ein-
zelnen Geophons benutzt wurde.

2. 3) Erregungen der Geophone

In Abb. 1 ist die Fortpflanzungsrichtung 8 der Wellen durch Polarkoordina-
ten beschrieben. Der Winkel (i,8) den 3 mit der £-Achse bildet, ist die eine
Koordinate ¢, fiir die 0<X <X = gilt, da nur Wellen betrachtet werden, die aus
dem Halbraum z<< o0 ankommen. Die andere ist der Winkel 3, den f mit der
(1,3)-Ebene bildet und fiir den —=/2 < § < =/2 gilt. Die Komponenten von
& sind jetzt

-1 =cos @; §-j=sin8§inq>; 8.t =cosdsino=2C (32)

Dabei ist C eine Abkiirzung fiir die Vertikalkomponente.

Die Erregung der einzelnen Geophone der Gruppe durch die ankommenden
ebenen Wellen ergibt sich, wenn man in (28) fiir r, nach (27) die Ortsvektoren
der Geophone einfiihrt, und die vertikale Komponente bildet ?):

zv(r)=6/§r—%(r,-s)§; v=1,...,Mm (33)

Wir fiihren nun bei Beriicksichtigung von (27) und (32) die Abkiirzungen ein

Wo Wg : ;
=T (rv-é)=7<Evcos<p+n\,sm83mq>); v=1,....,m (34)

Es folgen dann aus (33) die Erregungen in der Gestalt:

1) Diese Betrachtungsweise ist iiblich bei der Behandlung des vorliegenden Problem-
kreises. Sie gilt nur dann streng, wenn die Ebene z = o im Vollraum eines elastischen
Mediums eingebettet ist. In unserem Falle ist die Ebene z = o jedoch eine freie Ober-
fliche und es gehen von ihr reflektierte Kompressionswellen und Transversalwellen aus.
Es gelten dann die weiteren Uberlegungen nur dann streng, wenn Cf(x) die vertikale
Komponente der wahren Bodenbewegung an der freien Oberfliche richtig beschreibt.
Es stimmt dann f(x) nicht mehr mit der Wellenfunktion iiberein. — Wollte man unter
Beibehaltung der Bedeutung von f(u) als Wellenfunktion unser Problem behandeln, so
miisste man die wahre Bodenbewegung an der freien Oberfliche aus der Randbedingung
der Spannungsfreiheit an derselben berechnen. Das wiirde noch Voraussetzungen iiber
die elastischen Eigenschaften unseres Mediums erfordern und die mathematische Behand-
lung wesentlich komplizieren. Wir nehmen daher von dieser weitergehenden Betrachtung
Abstand.
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(x) =C ffr—}; v=1,...,m (35)

Alle Geophcne erfahren der Form nach die gleiche Erregung, allerdings zeit-
lich gegeneinander verschoben. Von dieser Verschiebung abgesehen, haben
die Funktionen z,(t) dieselben Eigenschaften wie die im Abschnitt 2.2 behan-
delte Wellenfunktion f(#) und die Erregungsfunktion z(r) im 1. Abschnitt.

Am Ort des v-ten Geophons hat die seismische Welle wegen (29), (34) und
(35) zur Zeit t die Phase

U=71—m, (36)

Die Phase # = o trifft dort zur Zeit v = 7, ein. Wegen (30) und (35) beginnt
in diesem Zeitpunkt erst die eigentliche Erregung des v-ten Geophons. Die
Anfangsbedingungen fiir die Erregungen sind also

Z(0)=0; 2% v=T,.a5M (37)

Die 7, nach (34) hingen ausser vom gewiéhlten Koordinatensystem auch von
der Richtung 3 ab, aus der die Wellen eintreffen. Sie konnen auch negative
Werte haben.

Analog zu den Bezeichnungen im 1.Abschnitt beschreiben wir die Bewegung
der Geophonspule relativ zum Gehduse beim v-ten Geophon mit der Funktion
xy(7). Fiir das Einzelgeophon folgte aus (10) die Anfangsbedingung (12) fiir
die Bewegung. Wegen der elektrischen Kopplung der Geophone in der Geo-
phongruppe, die erst im 3.Abschnitt niher behandelt wird, darf hier aus (37)
jedoch nicht gefolgert werden, dass x,(x) fiir + < 7, verschwindet. Vielmehr
beginnen die Bewegungen aller m Geophone gleichzeitig in dem Moment,
in dem erstmals die Erregung eines Geophons (oder mehrerer) der Gruppe
beginnt. Fiir diesen Zeitpunkt ist

= T = Min (x) = 5 Min (t,-3) (38)

Die Anfangsbedingungen fiir die Bewegungen sind also:
%ft)=0;, =<T; v=1,...,m (39)

Analog zu (1) konnen wir die Bewegungen der Geophonspulen gegeniiber einem
raumfesten Koordinatensystem beschreiben durch die Funktionen

Zy(x) =x(1) + 2(x); v=1,...,m (40)

Auch wenn man die Kopplung der Geophone durch die elektrische Schaltung
- berticksichtigt, sieht man leicht ein, dass auf die Geophonspulen nur Krifte
von endlichen Betrdgen einwirken. Daraus folgt, dass alle Z,(r) glatte Funk-
tionen sind. Aus (37) und (39) folgen jetzt die Anfangsbedingungen fiir die
Geschwindigkeiten:
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2f{T + 0} +2{T +0}=0; v=1,...,m (41)

Entsprechend (19) bedeutet die Schreibweise der Argumente, dass die rechts-
seitigen Grenzwerte an der Stelle = T gemeint sind. Die Bedingung (41)
gilt insbesondere fiir das Geophon, dessen 7, nach (38) gleich T ist.

2. 4) Reihenaufstellung

Als ein spezielles Beispiel fiir die Aufstellung einer Geophongruppe wollen
wir die sogenannte Reihenaufstellung beschreiben, die in Deutschland in
der Praxis sehr gebrduchlich ist. Bei ihr sind die Geophone in gleichem Abstand
e voneinander in einer Reihe lings einer Geraden aufgestellt. In Abb. 2 ist die

£
y G, 6, G
Aty ¢ v v ¢
) \? e
0 f euwf /ewﬂf

Abb. 2. Reihenaufstellung von drei Geophonen.
Linear array of three geophones.
(i, 8)-Ebeneaus Abb. 1 fiir den Fall der Reihenaufstellung besonders dargestellt.
Dabei ist die Aufstellungsgerade als £-Achse des Koordinatensystems gewéhlt
worden. Wenn die Geophone der Reihe nach numeriert sind, so gilt fiir die
Koordinaten der Geophone

|E\.+u—5v|=lﬂ-€; »wW=0; w=0,1I ..., MI; V=1, ... M (42)
Daraus folgt in Verbindung mit (34):
Fora—T = F; E=0, L, sy ML} V=1, cc W{i (43)

wo 7, die folgende Abkiirzung bedeutet:
g €
T =222 cos ¢l =o(c) (44)

Bei der Reihenaufstellung sind also die Laufzeitdifferenzen der ebenen Welle
zwischen benachbarten Geophonen konstant und dem Betrage alle gleich =,
Es ist 7, nur eine Funktion der Richtungskoordinate ¢ und von § unabhingig.
Dieser Vorteil ist eine Folge der speziellen Koordinatenwahl. Er wire nicht
entstanden, wenn fiir die eine der beiden Winkelkoordinaten der in der Seismik
gebrauchliche Emergenzwinkel gewidhlt worden wire. Aus (44) folgt fiir 7,
die Svmmetriebeziehung
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To(@) = To{m™ — @} (45)

Bei dieser Beschreibung der Reihenaufstellung bleibt die Lage des Koordi-
natenursprungs im Aufstellungsbereich der Geophongruppe auf der £-Achse
noch frei wiahlbar.

3. ABSCHNITT: DIE BERECHNUNG DER GEOPHONGRUPPE

3. 1) Differentialgleichungssystem der Geophongruppe

In einer allgemeinen Geophongruppe sind die m gleichartigen Geophone
auf beliebige Weise in einem elektrischen Schaltungsnetz zusammengeschaltet.
Dieses Netz ist durch die Feldkabelzuleitungen als Zweipol an einen Verstdrker
der Registrierapparatur geschaltet und bildet mit dem Verstdrkereingang
den sogenannten Eingangskreis. Wir nennen den Strom () in diesem Strom-
kreis den Eingangsstrom. Die elektromotorische Kraft U(r), die im Eingangs-
kreis: wirksam ist, wollen wir jedoch die resultierende Ausgangsspannung
nennen, weil sie hier aufgefasst wird als eine Spannung, die von der Geophon-
gruppe wie von einem Generator nach aussen abgegeben wird. Wie im Ab-
schnitt 1.2 sei auch hier die Annahme gemacht, dass die Selbstinduktionen
in der ganzen Schaltung vernachldssigbar seien gegeniiber den mit ihnen in
Serie liegenden Wirkwiderstinden. Es gilt dann das Ohmsche Gesetz in der
Form

U(x) = R I(x) (46)

Dabei ist R der gesamte Wirkwiderstand des Eingangskreises.
Fiir das v-te Geophon gilt jetzt entsprechend (6) nach Einfithrung des
dimensionslosen Zeitmasses mittels (15), (16) und (17) die Bewegungsgleichung

§ . K .
% (1) + ﬁrw_o (D) + 50 + ez b = — B v=1...m (47)

Darin ist I,(r) der Strom, der durch die Schwingspule des v-ten Geophons
fliesst. Durch die Bewegung der Spule im Magnetfeld wird in ihr entsprechend
(25) die Spannung induziert:

Ust) = Kop#y(t); v=1,...,m (48)

Da die m Geophone der Geophongruppe durch die elektrische Schaltung mit-
einander gekoppelt sind, hat der Strom I,(r) seine Ursache nicht nur in der
Bewegung des v-ten Geophons, sondern letzten Endes in den Bewegungen
‘aller Geophone. I,(r) hdngt also mit U,(x) beziehungsweise nach (48) mit
%,(7) nicht mehr durch eine so einfache Gleichung wie (8) zusammen. Vielmehr
gelten jetzt nach dem Ohmschen Gesetz fiir Schaltungen ganz allgemein die
linearen Beziehungen:
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=2ymu KmOZYm B v=T,...,m (49)

Entsprechend gilt fiir den Emgangsstrom

I(x) = Z‘ Y, U,(r) = Ko, Z‘ Y, ,(%) (50)
Die Koeffizienten Y, und Y, hingen von den Wirkwiderstdnden der Schaltung
ab und haben die Dimension von Leitwerten. Durch Einsetzen von (49) in
(47) erhdlt man die Gleichungen:

%y(7) + M’ o %y(1) + %y(7) + Vo Z o %,(7) =—2,(7); v=1,...,m (51)

Dieses System von m Differentialgleichungen beschreibt die Geophongruppe.
Die Anfangsbedingungen sind durch (37), (39) und (41) gegeben. Nach Losung
des Systems (51) berechnet sich die resultierende Ausgangsspannung nach
(46) und (50) zu

U(x) = REKwy )¢Y, x,(7) (52)

1

3. 2) Reduktion des Differentialgleichungssystems

Es ist das Ziel der Berechnung der Geophongruppe, den Zusammenhang
zwischen ihrer Erregung und der von ihr abgegebenen resultierenden Aus-
gangsspannung zu ermitteln. In den Gleichungen (51) und (52) ist dieser Zu-
sammenhang bereits vollstindig formuliert. Demnach fiihrt also die Berech-
nung von U(x) iiber die vorherige Kenntnis der Bewegungen x,(<) der einzelnen
Geophone. Das Differentialgleichungssystem (51) ist aber ein gekoppeltes
System. Seine Losung stellt ein Problem 2m-ter Ordnung dar und macht
im allgemeinen sehr grosse Schwierigkeiten. Man kann hier fragen, ob das
Zwischenergebnis der Rechnung, ndmlich die Kenntnis der Geophonbewe-
gungen x,(t), keinen Umweg darstellt, der sich vermeiden liesse. Jedenfalls
ist die Kenntnis der einzelnen x,(tr) viel umfangreicher als lediglich die der
Summe

X() = Y Yo mf) (53)
mit der man die gesuchte Spannung wegen (52) einfach nach der Gleichung

U(x) = RKe, X(v) (54)
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berechnen konnte. Die Frage stellt sich also in der Form, ob man nicht aus
(51) eine einfacher za Iosende Gleichung fiir die Funktion X (r) gewinnen kann.

Wenn man jede der Gleichungen (51) jeweils mit Y, multipliziert und dann
alle m Gleichungen addiert, ergibt sich bei Beriicksichtigung von (53) folgende
Summengleichung:

. y B - @l . S
X + a0 X6+ X0 + 37 DV WY i) =— WV, i) (55)
Betrachten wir den Spezialfall, in dem die m Gleichungen gelten:
ZY,,YW=AYu; P (56)

dann kann man an der Doppelsumme in (55) bei Beriicksichtigung von (53)
folgende Umformung vornehmen:

iv Y, 2 Y, %, = éxuivaYvFA nu;cuyu=AX (57)

A ist ein von p. unabhingiger Proportionalitatsfaktor, der die Dimension eines
Leitwertes hat. Aus (55) und (57) folgt dann

Xy 200 X0 + X0), = — Z Y, 5() (58)
wo o, folgende Abkiirzung bedeutet:
I
= 3.+ AKY (59)

Die Beziehung (56) stellt eine Bedingung fiir die elektrische Schaltung der
Geophongruppe dar. Wenn die Schaltung so beschaffen ist, dass die Be-
dingung (56) erfiillt ist, ldsst sich also tatsdchlich aus dem Gleichungssystem
(51) eine einfache Differentialgleichung fiir X () nach (53), ndmlich (58) her-
leiten. Fiir diese speziellen Schaltungen erscheint die Ermittlung der resul-
tierenden Ausgangsspannung U(z) von einem Problem 2m-ter Ordnung
auf ein Problem 2-ter Ordnung reduziert. Im Abschnitt 3.4 wird gezeigt
werden, dass die in der Praxis gebriauchlichen Schaltungen der Bedingung (56)
in der Regel geniigen. Es ist also hier eine entscheidende Vereinfachung in der
Berechnung von Geophongruppen erreicht, die umso bedeutungsvoller ist,
je grosser die Anzahl m der Geophone ist. Die Anfangsbedingungen fiir (58)
sind ausser (37)

Geophysical Prospecting, VI 16
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X(t) =0; =T

X{T + o) +2YVEV{T+ 0}=o0 (60)

Sie ergeben sich aus (39) und (41) in Verbindung mit (53).

3. 3) Fiktive Geophongruppe
Wir wollen nun eine Umformung des vorstehenden Berechnungsverfahrens

vornehmen. Da die Erregungsfunktion in (58) eine m-gliedrige Summe dar-
stellt, wird man zweckmassigerweise folgendes Gleichungssystem losen

V(1) + 20m Hu(3) + (1) = —Zu(3); v=1,...,m (61)
und dann X(r) nach der Gleichung

X() = 3 Yun(a) (62)

berechnen. Die Anfangsbedingungen von (61) mdgen lauten:

yv(‘r) =0; TS T
yv{7v+o}+év{1v+o}=o

Sie stehen nicht im Widerspruch zu den Anfangsbedingungen (60), wie man
leicht mit (38) und (62) nachweisen kann.

Ein Vergleich von (53) und (62) ergibt, dass im Falle der Giiltigkeit von (56)
das gekoppelte Differentialgleichungssystem (51) zur Berechnung von U(r)
nach (54) ersetzt werden kann durch das ungekoppelte System (61). Natiirlich
folgt aus diesem Vergleich nicht, dass y,(r) mit der Bewegung x,(t) des v-ten
Geophons identisch ist.

Da aber die m Gleichungen (61) sich den m Geophonen der Gruppe einzeln
zuordnen lassen und da sie alle mathematisch dieselbe Form haben wie die
Bewegungsgleichung (18) fiir ein Einzelgeophon, kann man doch y,(r) in
gewissem Sinne als eine Geophonbewegung auffassen, nimlich als die Bewegung
eines fiktiven Geophons am Orte des v-ten realen Geophons. Die reale Geophon-
gruppe erscheint so ersetzt durch eine fiktive Geophongruppe. Die fiktive
Geophongruppe hat genau dieselbe Aufstellung und Schaltung und
wird von den seismischen Wellen in genau derselben Weise erregt wie die
reale. Sie hat gegeniiber jener jedoch die zwar recht sonderbare, mathematisch
aber sehr angenehme Eigenschaft, dass ihre einzelnen fiktiven Geophone
durch die elektrische Schaltung nicht miteinander gekoppelt werden. Die
Daten der Schaltung, die bei der realen Geophongruppe die Kopplung be-

é; v=1I,...,M (63)
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stimmen, wirken sich bei der fiktiven Geophongruppe nach (56) und (59) iiber
die Konstante A lediglich auf die Grésse o, aus.

In den Gleichungen (61) erscheint «,, als Dampfungsmass der m gleichartigen
fiktiven Geophone. In diesem Sinne wollen wir «,, das ,,Dimpfungsmass der
(zugehorenden realen) m-fachen Geophongruppe” nennen. Hiermit ist er-
lautert, inwiefern o,, eine fiir die Ddmpfungsverhéltnisse der Geophongruppe
charakteristische Grasse darstellt. Fiir die einzelnen realen Geophone der
Geophongruppe koénnen wir kein Dampfungsmass angeben, wie es in (18)
und (15) fiir das Einzelgeophon moglich war. Diese ,,anschauliche” Erlauterung
zur Grosse ao,, ist der Hauptzweck, warum hier die physikalisch doch recht
unsinnige Vorstellung einer fiktiven Geophongruppe iiberhaupt entwickelt
wird.

Wenn die Geophongruppe durch ebene Wellen (28) erregt wird, so kann man
in (61) die Erregungen z,(t) nach (35) einfithren und erhilt.

ol®) + 2am (1) + pl7) = —Cf{z—n}; v=1,...,m (64)

Es sei nun eine Funktion y(#) der Phase # nach (36) definiert als Losung
der Differentialgleichung

Y() + 2am 3(4) + y(u) = — f(u) (65)
mit den Anfangsbedingungen

y(u) =0; u<

; Sl (66)
J(+0) +f(+0) =0

Wir kénnen dann mit Hilfe dieser Funktion y(«) die Losung des Differential-
gleichungssystem (64) leicht angeben:

y(t) =C y{z—r\}; v=1,...,m (67)

Wegen (66) erfiillt diese Losung auch die Anfangsbedingungen (63). Diese
besagen, dass die fiktive Bewegung y,(t) des v-ten Geophons zur Zeit = = 7,
beginnt, also erst in dem Moment, in dem nach (37) auch seine Erregung
zy(7) beginnt. Die realen Bewegungen x,(r) dér Geophone beginnen dagegen
nach (39) alle gleichzeitig zur Zeit = = T. Die Gleichungen (67) bedeuten,
dass bei Erregung der Geophongruppe nach (35) die fiktiven Bewegungen
y,(z) der Geophone der Form nach untereinander voéllig gleich sind, der Zeit
nach jedoch wie die gleichformigen Erregungen z,(t) gegeneinander verschoben
-sind. Die realen Bewegungen x,(t) der Geophone sind dagegen bei gleich-
formigen Erregungen z,(z) keineswegs der Form nach untereinander gleich.

Fiir eine Geophongruppe, deren Schaltung der Bedingung (56) geniigt
und die durch ebene Wellen (28) erregt wird, ldsst sich jetzt das Ergebnis
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ihrer Berechnung auf eine einfache und iibersichtliche Form bringen. Nach
(54), (62) und (67) ist die resultierende Ausgangsspannung

U(x) = RK «,C EY“ r—r.} (68)

Fiir die Funktion y(«) folgt mit Hilfe der Laplace-Transformation aus (65)
genau so wie (24) aus (18)

i) = — &1 3 ) g (69)

2420, s+ I

Die Gleichungen (68) und (69) beschreiben vollstindig den Zusammenhang
zwischen den in Richtung 3 eintreffenden, die Geophongruppe erregenden
ebenen Wellen mit der Wellenfunktion f(#) und der resultierenden Ausgangs-
spannung U(r), die von der Geophongruppe als elektromotorische Kraft in
den Eingangskreis abgegeben wird. Bei der praktischen Rechnung ist hier
genau wie bei der Berechnung des Einzelgeophons im 1.Abschnitt die Losung
nur einer einzigen Differentialgleichung 2-ter Ordnung, namlich der Gleichung
(65) erforderlich.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Funktion y(«) in (66) dieselben
Eigenschaften hat wie x(t) in (18). Es ist also y(u) stetig und stiickweise glatt.
Thre Eckstellen fallen mit denen von f(x) zusammen. Sowohl y(%) als auch
y(u) sind dem Betrage nach beschrinkt. Wenn also f(x) nur stiickweise glatt
ist, dann ist U(r) nach (68) nicht stetig, sondern springt an einzelnen Zeit-
punkten um endliche Betrige. Wenn insbesondere f(#) an der Stelle # = o
nicht differenzierbar ist, hat U(r) an allen Stellen © = 7y; (v=T,.....,m
Unstetigkeitsstellen.

3. 4) Symmetrische Schaltung der Geophongruppe

Wir wollen jetzt die Bedingung (56), die die grosse Vereinfachung in der
Berechnung der Geophongruppe erst moglich macht, nidher betrachten. Die
Koeffizienten Y, , und Y, in (49) und (50) sind durchdie Schaltung der Geophon-
gruppe fest vorgegeben. Es lassen sich mit ihnen die tolgenden m Ausdriicke
A, bilden:

I
Au=§,—u2Y\,uY‘,; B=1I,...,M (70)

Nur wenn die Y, und Y, so beschaffen sind, dass diese Ausdriicke

A, =4; p=1,...,m (71)
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also alle einander gleich sind, erfiillen sie die Bedingung (56). Die Konstante A
ist dann durch (56) eindeutig definiert und lasst sich aus jeder dieser m Glei-
chungen berechnen. Wir wollen hier nicht allgemein untersuchen, welche
Arten von Schaltungen der Geophongruppe die Bedingung (56) erfiillen. Im
folgenden wird lediglich gezeigt, dass auf jeden Fall die sogenannten sym-
metrischen Schaltungen dieser Bedingung (56) geniigen.

Wir wollen eine Geophongruppenschaltung symmetrisch nennen, wenn sie
fiir alle m Geophone genau gleichwertig ist. Anders gesagt: Eine Geophon-
gruppenschaltung heisst dann symmetrisch, wenn man im Schaltungsplan
durch blosses Vertauschen gleichartiger seriengeschalteter oder gleichartiger
parallelgeschalteter Schaltungsteile jedes Geophon mit jedem anderen Geophon
vertauschen kann. Wenn man bei festgeklemmten Geophonspulen im Eingangs-
kreis einen Gleichstrom fliessen lisst, so fliessen bei symmetrischer Schaltung
der Geophongruppe in allen » Geophonen genau gleiche Strome. In Abb. 3

o
o
7
) 4)

.) ®)

Abb. 3. Symmetrische Schaltungen von vier Geophonen.
Symmetrical connections of four geophones.

sind die symmetrischen Schaltungen aufgezeichnet, die bei einer Geophon-
gruppe aus m = 4 Geophonen mdoglich sind. Zu den symmetrischen Schal-
tungen gehoren alle Serienschaltungen und alle Parallelschaltungen wie in
Abb. 3a und 3b; dann aber auch gemischte Schaltungen wie in Abb. 3c und 3d.
Je grésser m ist, umso mehr gemischte Schaltungen sind méglich.

Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die Leitungswiderstinde innerhalb der
Schaltung klein sind gegeniiber dem Innenwiderstand R; der einzelnen gleich-
artigen Geophone, oder aber, dass sich die Leitungswiderstinde zu gleichen
Teilen auf die einzelnen Geophone verteilen lassen. Im letzteren Falle finden
sie durch eine Korrektur an der Konstanten R; ihre Beriicksichtigung. Der
Widerstand der Schaltung setzt sich also nur aus den # gleichen Innenwider-
stinden R; der Geophone zusammen. Den Widerstand der Zuleitungen von
der Registrierapparatur bis zur Geophongruppe wollen wir mit dem Wider-
stand des Verstirkereinganges zum Aussenwiderstand R, der Geophongruppe
zusammenfassen. Bei der praktischen Aufstellung der seismischen Apparatur
wird somit R, mehr oder weniger von der Entfernung zwischen der Geophon-
gruppe und der Registrierapparatur abhdngen.
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Die symmetrische Geophongruppenschaltung ist fiir alle m Geophone
gleichwertig. Diese Symmetrieeigenschaft bedeutet fiir die Koeffizienten der
Schaltungsgleichungen (49) und (50), dass fiir symmetrische Schaltungen
gelten muss:

Y,=B+D8,; Y,=E; vp=1,...m 3, — ‘;:’;“: (72)
Darin sind B, D und E Konstante. Wenn diese Beziehungen (72) gelten, dann
und nur dann ist gewdhrleistet, dass kein Geophon in den Gleichungen (49)
und (50) und damit auch in der Schaltung vor den anderen Geophonen eine
irgendwie ausgezeichnete Rolle spielt. Die Menge der m?® + m Koeffizienten
Y,,und Y, die zur Beschreibung einer allgemeinen Geophongruppenschaltung
erforderlich sind, reduziert sich also fiir die symmetrischen Schaltungen auf
die drei Konstanten B, D und E. Durch Einsetzen von (72) in (56) erkennt man
endlich, dass die symmetrischen Schaltungen dieser wichtigen Bedingung (56)
geniigen. Fiir die Konstante 4 folgt

A=mB+D (73)

Es sei nun darauf hingewiesen, dass in der Regel alle in der Praxis ver-
wendeten Geophongruppen symmetrisch geschaltet sind. So wird zum Beispiel
in Deutschland oft eine Gruppe aus 3 parallelgeschalteten Geophonen in
Reihenaufstellung verwendet. Das auf (56) griindende wesentlich einfachere
Berechnungsverfahren kommt also fiir die praktisch benutzten Geophon-
gruppen in der Regel immer in Frage.

Wir kénnen auch das Geophon in Einzelaufstellung, das im 1. Abschnitt
beschrieben wurde, mit den Formeln fiir die Geophongruppe behandeln.
Dazu fassen wir das Einzelgeophon als eine m-fache Geophongruppe mit m = 1
auf und Wiéhlen als seinen Aufstellungsort den Koordinatenursprung. Man
kann diesen Fall des Einzelgeophons zu der Gruppe der symmetrischen Schal-
tungen rechnen, da alle symmetrischen Schaltungen fiir m = 1 in diesen Fall
iibergehen. Wenn R; der Innenwiderstand des Geophons ist und R, der Aussen-
widerstand, dann ist der Gesamtwiderstand des Eingangskreises

R=R;+ R, (74)
Da fiir das Einzelgeophon
I(x) = Ii(z); U(s) = Ux(v) (75)
gilt, so folgt aus (46), (49), (50), (72) und (73)
E=A=1/R (76)

Das Dampfungsmass «; ist nach (59), (74) und (76)

P i K2
1= 2Mo)o(r + R) = 2Ma, (' tT R+ Ra> (77)

o
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Es ist mit dem Dampfungsmass « des einzelnen Geophons nach (15) identisch.
Wenn wir beriicksichtigen, dass nach (34) t; = o ist, da das Einzelgeophon
im Koordinatenursprung steht, so folgt aus (68), (72) und (76) fiir die resul-
tierende Ausgangsspannung

U(s) = Kay C 3(x) (78)

mit y(u) nach (69). Sie ist wegen (35) mit der Spannung nach (26) identisch.

3. 5) Beispiele symmetrischer Schaltungen

Als Beispiele symmetrischer Schaltungen wollen wir zwei m-fache Geophon-
gruppen berechnen, und zwar eine seriengeschaltete entsprechend Abb. 3a
und eine parallelgeschaltete entsprechend Abb. 3b.

Im Falle der Serienschaltung ist der Gesamtwiderstand des Eingangskreises

R=mR;+ Ra (79)
Weiter gilt
m
Its) = L) Ul =) Uy’ (80)
1
Daraus folgt mit Beriicksichtigung von (46), (49), (50) und (72)
B=E=1/R; D=o (81)
Das Dampfungsmass a,, ist nach (59), (73), (79) und (81)

1 mK?* I mK?
W= oMao\" TR )T 2Ma, r+mR;+Ra)

Aus (68), (72) und (81) ergibt sich jetzt die resultierende Ausgangsspannung zu

(82)

Ul¥) = KioyC Z §{z-} (83)

mit y(#) nach (69).
Bei parallelgeschalteter Geophongruppe ist der Gesamtwiderstand des
Eingangskreises

I
= o Rit+ R (84)
Die Kirchhoffschen Gesetze liefern die Gleichungen
m
IR = > L) (85)

1
und

IR Ri+I®)Ra=U,?); v=1,...,m (86)
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Durch Summation dieser m Gleichungen erhdlt man bei Beriicksichtigung
von (84) und (85)

I = =5 W U,) (87)

1
Wenn man diesen Ausdruck fiir /(z) in (86) einsetzt, erhdlt man

1 R, =
L) = 5 U0 — 5RR Z Uf); v=1..,m (88)
1
Durch Vergleich von (88) und (87) mit (49) und (50) folgt iiber (72)
R, X .
B=—mR;R’ D=—R-‘_, E—mR (89).

Das Dampfungsmass «,, ist nach (59), (73), (84) und (89)

. LA __ K
Om = szo'(’ + mR) = Moy (’ * RitmR, (90)

Die resultierende Ausgangsspannung ergibt sich aus (68), (72) und (89) zu

U(r) = Koy C 'in Z. y{r—r.} (91)
mit y(«) nach (69). '

Bei der Serienschaltung stellt die resultierende Ausgangsspannung U(r)
nach (80) die Summe der einzelnen Geophonspannungen U,(z) dar, bei der
Parallelschaltung ist sie nach (46) und (87) ihr arithmetisches Mittel. Fiir
m = 1 gehen die Gleichungen (82) und (9o) in die Gleichung (77) iiber, und
bei Beriicksichtigung von 7, = o gehen (83) und (91) in (78) iiber. Im Falle
m+1 stimmen die beiden Dimpfungsmasse a,, nach (82) beziehungsweise (9o)
in den beiden Grenzfillen R,—>0 und R,—> 00 mit dem Ddmpfungsmass o,
des einzelnen Geophons nach (77) iiberein. Im allgemeinen ist aber bei kon-
stantem R, das Dampfungsmass der serien- beziehungsweise parallelgeschal-
teten Geophongruppe grosser beziehungsweise kleiner als das des Einzel-
geophons, und zwar umso mehr, je grosser m ist. In Abb. 4 ist die Abhingigkeit
des Dampfungsmasses «,, vom Aussenwiderstand R, fiir einen in der Praxis
verwendeten Geophontyp graphisch dargestellt. Als Mass fiir den Aussen-
widerstand ist dort das Verhiltnis

6 = Ry/R; (92)

benutzt. Die ausgezogenen Kurven sind nach (go) berechnet und gelten fiir
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A
oL, (8)

041

——

b — ¢ — |- - >
% % % 1 % 2 t o

Abb. 4. Dampfungsmass o, als Funktion von R, fiir Geophone mit den Daten nach (93);
.......... Serienschaltung, Parallelschaltung.

Damping constant «, as function of R, for geophones having properties as in eq. (93);

series connection, parallel connection

die Parallelschaltung, die gestrichelten Kurven nach (82) gelten fiir die Serien-
schaltung. In Abb. 4 ist als lineare Abszisse im Intervall von o bis 1 & selber
aufgetragen, im Intervall von 1 bis 2 jedoch (2-1/s). In dieser Darstellung ist
die Kurvenschar fiir die Serienschaltung das am Punkte (m = 1; ¢ = 1)
gespiegelte Bild der Kurvenschar fiir die Parallelschaltung. Die Daten des
bei der Berechnung benutzten Geophontyps sind

M = 0,028 [kg] ; K2=2886,7 [m2s2V?
r =2,111 [kgs*]; Ri =210 [VA™Y (93)
0, = 150,8 [s']

4. ABSCHNITT: DIE GEOPHONGRUPPE ALS SUPERPOSITIONSSY STEM

4. 1) Registrierbarkeit seismischer Impulse

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, wollen wir in dieser Arbeit
nicht die Griinde untersuchen, die iiberhaupt dazu fithren, dass in der Praxis
Mehrfachaufstellungen von Geophonen angewandt werden. Solche Griinde
sind zum Beispiel die Abschwichung der storenden Wirkungen von Ober-
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flichenwellen und die Verbesserung des Amplitudenverhiltnisses von Nutz- zu
Storsignal (signal-to-noise-ratio) ). Das Hauptziel fiir uns besteht nur darin,
die direkten Konsequenzen der Mehrfachaufstellung fiir die blosse Registrie-
rung der Nutzwellen zu untersuchen. Hierbei wird also von der stérungs-
abschwichenden Wirkung der Geophongruppe abgesehen, die indirekt natiir-
lich auch eine Konsequenz, nimlich einen Vorteil der Mehrfachaufstellung
fiir die Registrierung der Nutzwellen darstellt. Als Nutzwellen wollen wir alle
Wellen bezeichnen, die sich im Aufstellungsbereich der Geophongruppe durch
(28) hinreichend genau beschreiben lassen. Das gilt natiirlich nur vom Stand-
punkt dieser Untersuchung aus. Die wirklichen Nutzwellen, ndmlich die an
tieferen, markanten Horizonten reflektierten Wellen, fallen jedenfalls darunter;
hingegen werden die Storwellen, die durch Beugung, Reflexion oder Brechung
an oberflichennahen Inhomogenititen im Untergrund entstehen, durch diese
Definition ausgeschlossen.

Die Hauptfrage stellt sich in der Form, ob bei Anwendung der Mehrfach-
aufstellung (m > 1) gegeniiber den Verhiltnissen bei der Einzelaufstellung
(m = 1) die Registrierbarkeit einer ankommenden Nutzwelle (28) verbessert
oder verschlechtert wird. Diese Registrierbarkeit und ihre Qualitit sind in
der Seismik recht schwierige Begriffe und sind quantitativ nicht leicht zu
erfassen. Man kann sich in solchen Fillen nur mit Definitionen helfen, deren
Zweckmassigkeit sich im Laufe der Untersuchung erweisen muss. Wir wollen
das Mass fiir die Registrierbarkeit mit Hilfe der Energie

Om = f Lyy(t) dt (94)

definieren, wobei L,,(¢) die Stromleistung im Eingangskreis ist. Die Energie
Qm ist die gesamte elektrische Energie, die im Eingangskreis umgesetzt wird,
wenn die m-fache Geophongruppe durch die Welle (28) erregt wird. Es ist
mit ~© als Zeitvariable

I

Ly(z) = R, Ui(x) (95)

Mit dem Index m an den verschiedenen Grossen wollen wir von jetzt ab
immer besonders darauf hinweisen, dass sie sich auf den Fall der m-fachen
Geophongruppe beziehen. Das gilt auch fiir die Grgssen, die wie R und U
bisher ohne Index geschrieben wurden. Wegen (16) folgt aus (94) und (95)

: f UL (x) dr (96)

wy Ry,

Qm ==

o

1) s. LoMBARDI (1955).
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Bei Erregung der Geophongruppe durch einen physikalisch sinnvollen
Impuls muss dieses Integral (96) aus physikalischen Griinden existieren.
Spiter wird im Abschnitt 4. 4 gezeigt werden, dass die Bedingung (31) fiir
die Wellenfunktion hinreichend ist, um die Existenz von Q,, nach (96) zu
gewihrleisten. Dieser Zusammenhang ist der Grund, warum im Abschnitt 2. 2
der seismische Impuls fiir unsere Untersuchung mit Hilfe der Beziehung (31)
definiert wurde.

Wie bereits erwihnt, sind die Gesichtspunkte recht vielgestaltig, nach denen
vom Standpunkt der Praxis aus eine Spannungsfunktion U(z) in bezug auf
die Registrierung und vor allem mit Riicksicht auf die Erkennbarkeit der
Registrierung im Seismogramm beurteilt wird. Deswegen ist es auch schwierig,
fiir diese Beurteilung eine geeignete mathematische Formulierung zu finden.
Zum Beispiel spielt bei der Beurteilung der Funktion U(r) oft der Betrag ihres
grossten Extremwertes, mit dem sie aus dem Storpegel des Seismogramms am
meisten herausragt, eine grossere Rolle als die Energie (,,. Man konnte einer
solchen Betrachtungsweise, die mehr die Form als die ,,Stirke” der Funktion
U(r) beriicksichtigt, unter Umstédnden neben Q,, nach (94) den Wert des
Integrals

fL’,:,(t) dt; n>1

zugrunde legen. Je grosser n gewdhlt wird, ein umso grosseres Gewicht wird
bei der Beurteilung von U(r) auf das Formmoment gelegt. Wir wollen diesen
Gedanken hier aber nicht weiter verfolgen. Vielmehr wollen wir die folgenden
Betrachtungen darauf beschrianken, von der Gleichung (94) ausgehend die
Geophongruppe als ein Superpositionssystem zu behandeln und interferenz-
dhnliche Superpositionseffekte zu untersuchen.

4. 2) Definition des Superpositionsmasses

Bei der Anwendung des Begriffes ,,Superposition” koénnte man meinen,
es handele sich bei der Geophongruppe und ihrer resultierenden Ausgangs-
spannung um eine einfache Addition von Beitrigen, die von den einzelnen
Geophonen geliefert wiirden. Eine solche Meinung wire unzutreffend, denn es
lasst sich wegen der Kopplung der Geophone gar nicht genau angeben, was
unter dem Gesamtbeitrag eines einzelnen Geophons der Gruppe iiberhaupt
verstanden werden soll. Die Spannung U,(r) ist nicht reprisentativ fiir den
Beitrag des v-ten Geophons. Vielmehr hiangt jede Spannung U,(r) indirekt
von der Bewegung aller Geophone ab. Weiter handelt es sich wegen der
Koeffizienten Y, in (50), die im allgemeinen Falle verschieden voneinander
sind, auch nicht um eine einfache Addition, die in Verbindung mit (46) von
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den U,(x) zur resultierenden Ausgangsspannung U(r) fithrt. Man muss die
Geophongruppe als ein Ganzes im strengen Wortsinne auffassen und behandeln
und nicht als eine blosse Summe von 7 Geophonen. Superposition bedeutet
hier also lediglich die Tatsache, dass alle m Geophone der Geophongruppe zum
Zustandekommen der resultierenden Ausgangsspannung U(r) irgendwie
beitragen und dass dieser Zusammenhang wie die Gleichungen (49) und (50)
vom ersten Grade ist. Diese Linearitidt des Problems ist aber das Entscheidende.
Dadurch kommt es bei der Geophongruppe zu den fiir Superpositionssysteme
charakteristischen interferenzihnlichen Effekten.

Der Superpositionseffekt besteht darin, dass bei einer fest vorgegebenen
Impulsfunktion f(%) und einer fest vorgegebenen Geophongruppe je nach der
Richtung 3 des seismischen Impulses (28) die Energie Q,, nach (96) grosser,
gleich oder kleiner als die Energie @, ist, die im Eingangskreis umgesetzt
wiirde, wenn die Geophongruppe durch ein einziges Geophon im Koordinaten-
ursprung ersetzt wiirde. In den beiden Vergleichsfillen der m-fachen und der
,,einfachen” Geophongruppe soll jedesmal der gleiche Aussenwiderstand R,
angenommen werden, so dass R, nicht durch einen Index  unterschieden
zu werden braucht. Der Superpositionseffekt hiangt nur von der Richtung 3
der Impulswelle (28) und damit nach Abb. 1 nur von den beiden Winkel-
koordinaten 3 und ¢ ab.

Es liegt nahe, als Mass fiir den Superpositionseffekt den Quotienten der
Energien Q,,/Q; zu wihlen. Es ist aber doch so, dass nach aussen nicht die
ganze Energie Q,, zur Verfiigung steht. Die Energie, die in dem Innenwider-
stand R,,-R, der m-fachen Geophongruppe umgesetzt wird, geht fiir die Regi-
strierung von vorneherein verloren. Wenn man die Geophongruppe als Strom-
quelle mit dem Innenwiderstand R,,-R, im Eingangskreis auffasst, so kann
diese Stromquelle nach aussen hochstens die Energie

R,
Qam = IT""Qm (97)

abgeben. Da es aber darauf ankommt, den Superpositionseffekt mit Riicksicht
auf die tatsichliche Registrierbarkeit der Wellen zu definieren, erscheint es
sinnvoller, als Mass den Quotienten Qum/Qq; zu widhlen. Da weiter fiir die mei-
sten Registrierverfahren ein strom- oder spannungsproportionales Mass zweck-
mdssiger und anschaulicher sein diirfte als ein energieproportionales Mass,
wollen wir nicht diesen Quotienten selber, sondern seine Quadratwurzel als
Superpositionsmass % nehmen:
- — 1/%am _ 1/R1Om
h=h 0 = |/ T (98)

+

Die Spannung, die im Eingangskreis am Aussenwiderstand R, abfillt, die
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also hochstens von der Geophongruppe nach aussen abgegeben werden kann,
ist

R,
Uam(z) = R, Um (%) (99)

96) und (98) das Superpositionsmass 4

—_

Mit dieser Spannung kann man wegen
auch folgendermassen schreiben:

b= V_}° U2, (v) de / V_TQU,:, (x) dr (100)

Auf diese Form fiir # werden wir im Abschnitt 5. 2 zuriickgreifen.

Zusammenfassend sei zum Verstdndnis des Superpositionseffektes nochmals
erwahnt: Der Superpositionseffekt bedeutet fiir die Registrierung des erregen-
den seismischen Impulses einen direkten Vorteil, wenn 2 > 1 und einen direk-
ten Nachteil wenn % < 1 ist. Beides gilt umso mehr, je grosser der Betrag
|h - 1| ist.

4. 3) Superpositionsmass ber symmetrischer Schaltung

Wir wollen nun voraussetzen, dass die Geophongruppe symmetrisch ge-
schaltet ist. Die Energie Q,, ist dann nach (68), (72) und (g6)

Qm = Rm Kz“)o C2®Fp (IOI)
wo F,, folgende Abkiirzung bedeutet:

Fu = F(v,) = E}, j [Z' 5/{1—1,}]2 dt; m=>1 (102)

- 1

Aus (98) und (101) folgt jetzt fiir das Superpositionsmass
h=h(z)= |/ L Fu(x
) = |/ Fuie) (103)

In (101) ist F,, nach (102) eine Funktion der =, und nur iiber diese nach (34)
eine Funktion der Winkelkoordinaten & und ¢. Bei der Bildung von % kiirzt
sich der Faktor C, der in (101) noch vorkommt, heraus. Der nach (32) von &
und ¢ abhingige Faktor C bedeutet wegen (33), dass nur die Vertikalkompo-
nente der Welle (28) als Erregung wirksam wird. Die Tatsache, dass die
Geophone Vertikalseismographen sind, und die dadurch gegebene Richtungs-
abhingigkeit spielt also fiir die Richtungsabhingigkeit des Superpositions-
effektes keine Rolle. Das Superpositionsmass 4 ist nur iiber die =, eine Funktion
der Koordinaten § und ¢. Deshalb haben wir in (103) anders als in (98) 4 als
Funktion der =, geschrieben.
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Wenn die Impulsfunktion einen von ihr abtrennbaren und von » unabhangi-
gen Faktor enthilt, so wollen wir diesen Faktor wegen der Analogie zur Ampli-
tude einer harmonischen Schwingung die ’’Quasiamplitude” der Impuls-
funktion f(#) nennen. Denkt man sich jetzt in den Gleichungen (35) diese
Quasiamplitude multiplikativ mit in den Faktor C hineingenommen, so sieht
man, wie sie sich bei der Bildung von % nach (103) mit C wegkiirzt. Das Super-
positionsmass % ist also unabhingig von der Quasiamplitude des erregenden
seismischen Impulses. In der Praxis zeigen die im Laufe der Registrierzeit
eines Seismogramms eintreffenden Reflexionsimpulse eine starke Abnahme
ihrer Quasiamplitude. Von einer solchen Abnahme bliebe % unbeeinflusst.
Das ist durchaus wiinschenswert, da das Superpositionsmass so weit wie
moglich eine reine Eigenschaft der Geophongruppe beschreiben soll.

Bei der Ableitung von F, aus (102) muss bedacht werden, dass das Einzel-
geophon im Koordinatenursprung stehen soll und daher nach (27) und (34)
das zugehorige t; = o wird. Weiter kann man wegen der Anfangsbedingung
(66) in dem Integral Null als untere Integrationsgrenze nehmen. Mit E, nach
(76) folgt somit

@ ) 2
F, = Rg f l:y(l)(u)} du = const. (04)

F, ist nicht von den 7, abhingig und somit fiir unser Problem eine Konstante.
Deshalb haben wir F; auch in (103) bereits als Konstante geschrieben. Der
Index bei () in (104) bedeutet, dass zur Berechnung von y,,(#) nach (69)
das Dampfungsmass «; nach (77) benutzt werden muss.

Fiir m#1 ldsst sich das Integral (102) nach der Formel

(Z ) Z“ZEE% @ru (x05)

in eine Summe einfacherer Integrale zerlegen. Es ist

Fp=E, (ZP"JFZE.Z‘:,P ) (106)

wo die P,, folgende Integrale bedeuten:
P,= f y{r—r} yr—r,, 0 dv; p=0,1,..,mI; v=1,..,mpu (107)

Ist ©,>7,,,, so kann man (107) durch Einfithrung der neuen Integrations-
variablen # = 7-t, umformen in
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P,= f y(“) y{“ + 17— Tv+u} du; ©W>7,,, (08)

Fiir 7,<~,,, folgt nach Einfithrung der Integrationsvariablen # = t—r,

v4p +u
aus (107)

Po= [ 500 30 + sl dui 7y, (109)
Wegen (108) und (109) kann man aus (1o07) folgern
P, = f y(u) y{u+ |7, ,—l}du; p=0,1,...,m-1; v=1I,...,m-p (II0)

Dabei kann die untere Grenze des Integrals gleich Null gesetzt werden, weil
der Integrand nach der Anfangsbedingung (66) fiir alle negativen # verschwin-
det.

Man sieht in (110), dass die Integrale P,, von den 7, und damit auch von v
unabhingig werden und einander gleich sind. Es ist also

Po=Py= J. [y(#)]?du = const. >0; v=1,...,m (r11)

eine Konstante unseres Problems. Aus (106) wird jetzt

m = E,, (mpo_*_z.‘Zi Eupvu-) (112)

Im Falle symmetrischer Schaltung der Geophongruppe erfolgt also die Berech-
nung des Superpositionsmasses % iiber die Gleichungen (103), (104), (110),
(rrr) und (r12).

4. 4) Existenzuntersuchung

Wir erreichen einen Vergleich der Integrale P,, mit der positiven Konstanten
P,, wenn wir auf (rro) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung anwenden:

P, < f ()2 du f 9 {6 + 70—l JI2 dt (r13)

Andererseits gilt wegen (111)
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f [ + |7, ,— )2 dus = j [ du < P, (r14)

[Ty 4=l
so dass hieraus mit (111) und (113) fiir die P,, die Abschitzung

P,S<Py, p=0,1,...,mI; v=1I,... My (115)

folgt.

Mit Hilfe dieser Beziehung konnen wir jetzt den bereits im Abschnitt 4. 1
angekiindigten Nachweis fithren, dass die Bedingung (31) fiir die Wellenfunk-
tion f(«) hinreichend ist, um die Existenz von Q,, nach (96) zu sichern. Wenn
das Integral P, nach (111) existiert, dann folgt aus (115) die Existenz aller
Integrale P, nach (110). Dann existieren aber auch F,, nach (r12) und schliess-
lich Q,, wegen (101). Wir brauchen also nur nachzuweisen, dass P, existiert
wenn die Bedingung (31) erfiillt ist.

Bei der Behandlung des Einzelgeophons im Abschnitt 1.2 wurde angenom-
men, dass die Erregungsfunktion z(t) stetig und stiickweise glatt ist, dass
weiterhin die Funktion selbst und ihre erste Ableitung dem Betrage nach
beschrinkt sind. Daraus ergaben sich bei der Diskussion der Gleichungen (9)
beziehungsweise (18) fiir die Funktion x(r) die gleichen Eigenschaften wie
fiir z(t). Im Abschnitt 2. 2 haben wir fiir die Wellenfunktion f(«) ebenfalls diese
Eigenschaften gefordert, was auch in den Gleichungen (35) zum Ausdruck
kommt. Nun haben die Differentialgleichungen (18) und (65) mathematisch
dieselbe Gestalt; hieraus folgt, dass auch die Funktion y(u) stetig und stiick-
weise glatt ist, dass weiterhin die Funktion selbst und ihre erste Ableitung
y(#) dem Betrage nach beschrinkt sind.

Wenn man die Gleichung (65) mit y(») multipliziert, so folgt

2o BT + g, WP = — 500 o ()

Die Integration dieser Gleichung iiber # von o bis co ergibt bei Beriicksichti-
gung von (III)

2am Py + U =—f)’(“) f(") du (117)

wobei 9 folgende Abkiirzung bedeutet:

N 2%[&(14)]2 + [y(u)]zg\ (x18)

Wegen der Beschrinktheit von |y(«)| und |y(x)| hat 9 einen endlichen Wert.
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Wenn in (117) der Betrag der linken Seite endlich ist, dann existiert auch P,.
Fiir diesen Betrag gilt aber die Abschitzung

| 2om Py + % | < j @) i) du < Max [H(u)| f fogl au  (x19)

wobei Max|y(x)| der Maximalwert von |y(x)| ist, der ja laut Voraussetzung
existiert. Man sieht, dass Py und damit auch Q,, nach (g6) tatsichlich existieren,
wenn fiir f(u) die Bedingung (31) erfiillt ist. Das gilt auch fiir F; nach (104)
und Q.

4. 5) Superpositionsmass bei Reihenaufstellung

Die Formeln zur Berechnung des Superpositionsmasses fiir eine symmetrisch
geschaltete Geophongruppe wollen wir jetzt fiir den Fall spezialisieren, dass
die Geophongruppe gemiss (42) in Reihe aufgestellt sei. Es folgt dann mit (43)
aus (110)

P,=P,=P,(t) = f Y(u) y{u+ ptoldu; p=o0,1,...m-1;v=1,...,m-p(120)

Im Falle der Reihenaufstellung werden also die Integrale P,, auch fiir 40
vom Index v unabhingig, weswegen sie in (120) einfach P, genannt wurden.
Die Gleichung (111) ist in (120) mit enthalten.

Wegen (111) ist die Anzahl der im allgemeinen verschiedenen Integrale P,,

in (110) (’:) + 1. Fiir die Reihenaufstellung reduziert sich diese Menge auf

die m Integrale P, in (120). Der Umfang der praktischen Rechenarbeit bei
der Berechnung von # ist also fiir die Reihenaufstellung geringer als im all-
gemeinen Falle, und zwar gilt das umso mehr, je grosser die Anzahl m der Geo-
phone in der Geophongruppe ist. Aus (112) folgt mit den Integralen P, nach
(r20) fiir die Reihenaufstellung die einfachere Gleichung:

m-1

Fm=Fn(z) =E2 [mPo+22*(m-p) Pu] (121)

Die P, und F), hingen alle nur noch von der einen Laufzeitdifferenz =, ab.
Nach (44) hidngt 7, seinerseits nur von der einen Richtungskoordinate ¢ ab
und ist von § unabhdngig. Aus der speziellen Wahl der Koordinaten ¢ und 3
zur Beschreibung der Fortpflanzungsrichtung der seismischen Wellen im
Abschnitt 2.3 erwichst also hier fiir die Reihenaufstellung der grosse Vorteil,
dass das Superpositionsmass

Geophysical Prospecting, VI 17
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h=Mm=?V%FA%p=M@ (r22)

nur eine Funktion der einen Richtungskoordinate ¢ ist. Wegen (44) gilt fiir
das Superpositionsmass die Symmetriebeziehung:

h(9) = h{n—q} (123)

Wir brauchen also im Falle der Reihenaufstellung die Funktion 4(¢) lediglich
im Bereich 0<<¢ <=/2 zu untersuchen, um den Superpositionseffekt fiir alle
Richtungen 8 der ankommenden Wellen zu kennen.

Fiir 7, = 0, wenn also nach (44) ¢ = =/2 ist, werden die P, in (120) alle
gleich P,. Aus (121) folgt dann mit Hilfe der Formel

2k=§nm+n (124)

die Beziehung
Fpl0) = m2 E3, P, (r25)

Das Superpositionsmass %(t,) nimmt nach (122) an dieser Stelle den Wert

h(0)=hy=mE,, V? (126)

an. Da nach (115) und (120) P, der grosste Wert ist, den die P, annehmen
konnen, ist dieser Wert %, das absolute Maximum des Superpositionseffektes.
Durch eine entsprechende Uberlegung kann man zeigen, dass k, nach (126)
auch fiir den im vorigen Abschnitt 4.3 behandelten Fall der beliebigen Auf-
stellung der Geophongruppe das absolute Maximum des Superpositions-
effektes darstellt. Allerdings nimmt % dann diesen Wert nur fiir die vertikale
Richtung ¢ = =/2; § = o an, weil die Laufzeitdifferenzen nach (34) nur fiir
diese Richtung alle verschwinden. Man kann die Grosse %, dazu benutzen,
um bei fest vorgegebener Impulsform verschiedene Geophongruppenschal-
tungen in ihrer Superpositionswirkung miteinander zu vergleichen. Insbeson-
dere konnen bei der Serien- und Parallelschaltung die Verhiltnisse bei Ande-
rung der Anzahl m der Geophone untersucht werden. Man darf dann aus (126)
keine einfache Proportionalitdt zwischen %, und m herauslesen, da m auch
noch in E,, enthalten ist und ausserdem tiber das Dampfungsmassa,, nach (69)
und (111) in die Berechnung von P, eingeht.

Wir wollen jetzt noch kldren, ob die Funktion %(p) an der Stelle ¢ = =/2,
also an der Stelle ihres absoluten Maximums glatt ist, oder ob sie dort eine
Ecke hat. Nach (44) und (123) ist diese Frage gleichbedeutend damit, ob die
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Ableitung d h(z,)/d~, an der Stelle 1, = o verschwindet oder nicht. Aus (122)
folgt bei Beriicksichtigung von (121) durch Differentiation nach =,:

m=1

dh(z)  En d P,(v,)
v, — Fyhivg) D% n-w) dr, tx27)
Durch Differentiation von (120) erhdlt man
dP N
“("" f V() 5 {u + o} du (x28)

Dieses Integral ldsst sich an der Stelle t, = o leicht ausrechnen, indem man
y(u) als neue Integrationsvariable substituiert. Es folgt mit Riicksicht auf (66)

58] _-shl]

——tlical e

Es muss ndmlich y(u) fiir u— oo verschwinden, weil sonst P, nach (111) nicht
existieren wiirde. Nach den Ausfithrungen im Abschnitt 4.4 ist aber die
Existenz von P, durch die Bedingung (31) gesichert. Mit Benutzung von (124)
und der Formel

Ek‘:%n(u-}-x) (2 n+ 1) (130)
ergibt sich aus (127) und (129)
dh(zy E,,
], == 1) s ik o (x31)

Die Funktion (¢) hat also an der Stelle ¢ = =/2 dann und nur dann keine
Ecke, wenn auch die Impulsfunktion f(#) an der Stelle # = o glatt ist. Aus
den Ausfithrungen tber die Erregungsfunktion z(f) im Abschnitt 1.2 geht
hervor, dass dies unter natiirlichen Umstianden immer der Fall ist. Es wurde
dort fiir z(f) und spdter im Abschnitt 2.2 entsprechend fiir f(») nur deshalb
keine Differenzierbarkeit an der Stelle f = o beziehungsweise #» = o gefordert,
damit in Berechnungsbeispielen auch einfache Impulsfunktionen gewdhlt
werden konnen, fiir die diese Bedingung nicht erfiillt ist. Eine solche Impuls-
funktion ist beispielsweise die gedampfte Schwingung (221), mit der das
Beispiel des 6. Abschnittes berechnet wird. Wenn sich also in solchen Berech-
nungsbeispielen ergibt, dass 4(g) fiir ¢ = =/2 eine Ecke hat, so ist das fiir
die wirklichen Verhiltnisse nicht bedeutsam und hat seine Ursache lediglich
im Modellcharakter des Beispiels.
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Mit der Definition, Berechnung und Untersuchung des Masses % fiir den
Superpositionseffekt einer Geophongruppe als Funktion der Richtung 8§,
aus der die erregenden Wellen eintreffen, ist eigentlich das Hauptziel dieser
Arbeit erreicht. Nach dem entwickelten Verfahren lassen sich jetzt mit Riick-
sicht auf die gemachten Voraussetzungen spezielle Geophongruppen mit
bestimmten Erregungen behandeln. Fiir die Interessen der Praxis wiirde man
dabei besonders die Richtungen bestimmen, fiir die das Superpositionsmass %
Extremwerte annimmt. Weiter wiirde man die Raumwinkel suchen, in denen
der Superpositionseffekt im Sinne von Abschnitt 4. 1 vorteilhaft oder nach-
teilig ist, wo also das Superpositionsmass %#>1 oder 2<1 ist. Ein solches
Beispiel wird im 6.Abschnitt vorgefithrt werden.

An dieser Stelle sei nochmals besonders darauf hingewiesen, dass die Impuls-
funktion f(u) iiber die im Abschnitt 2. 2 gemachten Voraussetzungen hinaus
vollig beliebig sein kann. Weiter sind bei allen Untersuchungen immer die
vollstindigen Losungen der auftretenden Differentialgleichungen verwendet
worden. Alle Einschwingvorgidnge — soweit man bei impulsformiger Erregung
iberhaupt davon sprechen kann — wurden also mit beriicksichtigt. Hier
liegt der- Hauptunterschied der vorliegenden Untersuchung gegeniiber den
bisherigen Arbeiten ?), in denen nur Interferenzeffekte bei Geophonengruppen
mit stationdrer, sinusférmiger Erregung ohne Beriicksichtigung der Ein-
schwingvorgiange behandelt wurden.

5. ABSCHNITT: INTERFERENZ BEI STATIONARER, SINUSFORMIGER ERREGUNG

5. 1) Ubergang von impulsformiger zu stationdrer Erregung

Der Fall der stationidren, sinusformigen Erregung hat fiir die Praxis nur
theoretischen Wert. Er liesse sich nur auf Schiitteltischen einigermassen ver-
wirklichen. In diesem Abschnitt wollen wir jedoch diesen stationdren Fall
vom Standpunkt unserer bisherigen Uberlegungen aus behandeln. Einmal,
um den Anschluss an die bereits erwahnte Literatur zu gewinnen. Zweitens
wollen wir damit zeigen, wie die Beschreibung des Superpositionseffektes
mittels (98) auch im Falle der stationédren, sinusformigen Erregung, fiir den
die Bedingung (31) nicht mehr erfiillt ist, angewandt werden kann und wie
sie dann iibergeht in die gewohnlichen Aussagen iiber Interferenzerscheinungen
bei periodischen Vorgingen. :

Wir betrachten die Erregung einer symmetrisch geschalteten Geophon-
gruppe durch eine sinusférmige Welle mit der Wellenfunktion

1) JounsoN (1939), HALEs and EDWARDS (1955), PARR and MAYNE (1955), LOMBARDI
(r955), REYNOLDS (1954).
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fw) =sinxu; o < u < px_n
(132)
f(u) =0 ! u<o;u>%?

p ist positiv und ganzzahlig und zdhlt die Ausschwingungen, also die halben
Sinusschwingungen, aus denen der Wellenzug besteht. Solange p eine endliche
Zahl ist, ist die Bedingung (31) erfiillt. Die Welle ist dann ein Sinusimpuls
nach Abschnitt 7.2 und nicht stationdr. Wenn p— oo geht, bedeutet (132) fiir
grosse u eine stationdre, sinustérmige Erregung. Die Bedingung (31) ist dann
nicht mehr erfiillt. Da nach den Ausfithrungen im Abschnitt 4.3 die Quasiam-
plitude einer Impulsfunktion fiir das Superpositionsmass ohne Bedeutung
ist, wurde sie in (132) gleich eins gesetzt. Nach (16) und (36) ist x = w/w, das
Verhiltnis der Kreisfrequenz o der erregenden Wellen zu der Resonanzkreis-
frequenz w, der Geophone. Bei endlichem p ist die Losung von (65) mit (132)
nach (209) und (210)

3
y(u) = 1%” sin {xu + em} + e ™ (cysin Bu + ¢, cos Pu); o<u< % (133)
Yu) = e ™ (cg sin Bu + cg cos Bu) ; u> px_n (x34)

Dabei ist zu beachten, dass bei der Berechnung der einzelnen Gréssen nach
(201) beziehungsweise (210) das Dampfungsmass «,, nach (59) benutzt werden
muss. Bei Ny, und ¢, ist durch den Index m darauf besonders hingewiesen.
Der Phasenwinkel ¢, berechnet sich nach (210) iiber die Gleichungen

N,, . N
cosem="73 §} sin en= x_;" Ca (135)

Im Falle der stationdren Erregung, wennalso in (132) p— oo geht, verschwin-
det das Definitionsintervall und damit auch die Bedeutung der Gleichung (134).
Die Gleichung (133) bestimmt dann y(«) allein fiir alle positiven «. Im folgen-
den wollen wir nun p zwar sehr gross aber zundchst immer noch endlich an-
nehmen und den Grenziibergang p— co erst spdter durchfithren. Die Gleichung
(134) moge aber bereits jetzt schon nicht mehr beriicksichtigt werden. Es ldsst
sich y(#) nach (133) in zwei Teile zerlegen:

pT

y(u) = ysu) + E() ; 0o<u < (136)
mit
3
) =Nx—;sin {xu + em}; o<u<% (x37)
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und

yp) = ¢ ™ (casinBu + cycosBu); o<u<%r (138)
Fiir grosse # wird yz(#) wegen der Exponentialfunktion sehr klein. In (136)
bestimmt daher y;(#) den Einschwingvorgang. Dagegen ist yg(u) eine Sinus-
schwingung mit konstanter Amplitude und bestimmt in (136) den stationdren
Vorgang.

Wenn wir nun den Bereich #<pr/x betrachten, so berechnet sich die resul-
tierende Ausgangsspannung U,,(t) nach (68) mit y(#) von (136). Die in diesem
u-Intervall, also nach Durchgang des gesamten wesentlichen Teiles des Wellen-
zuges (132) im Eingangskreis der Geophongruppe umgesetzte elektrische
Energie ist entsprechend (g6)

-5 T
0= [ tawar = [ e (139)
m_‘woRm m(T) T_woRm m\T) &7 39
[u=0] T

weil nach (66) y(#) und daher nach (68) auch der Integrand fiir alle negativen
u verschwindet. Im zweiten Integral von (139) wurden unter Beriicksichtiging
der Beziehungen (36) die Integrationsgrenzen fiir die Zeitvariable = geschrieben;
es bedeutet 7 nach (38) das Minimum der =, und 7" ihr Maximum. Wir wihlen
nun p so gross, dass es fiir Q,, nach (139) nur einen vernachldssigbar kleinen
Fehler bedeutet, wenn wir in (136) den Einschwingvorgang y,(#) neben dem
stationdren Vorgang yg(u#) vernachlissigen. Die Spannung U,(t) in (139)
ist dann nach (68), (72) und (136)

Um(s) = R KcoyC Enm Z yefr—r,) (140)

In der Summe von (140) beginnt der v-te Summand yg{t-7.,} zur Zeit + = 7,
mit Werten, die nach (137) von Null verschieden sind. Vorher verschwindet
er wegen (66) identisch. Die Spannung U,,(t) beginnt also zur Zeit = T mit
Werten verschieden von Null. Aber erst vom Zeitpunkt + = 7'2T ab sind
in (140) alle Summanden y¢{t-7,} mit Werten nach (137) an der Summe
beteiligt. Da es sich hierbei um eine Summe von Sinusfunktionen handelt,
die alle dieselbe Frequenz haben, hat auch U,(z) fiir == 7" einen sinusférmigen
Verlauf. Um nun alle Schwierigkeiten auszuschalten, die mit dem Beginn
der stationdren Schwingung zusammenhingen, wollen wir die Definition der
Funktionen y¢{t-t,} nach (36), (66) und (137) ersetzen durch folgende Defi-
nition:
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. _ ;0 il
Yslvrd = osinu(en)teli Omv< 00, o o (240

ys{r-t} =0 : <0

Der Unterschied zur alten Definition besteht in einer Verschiebung der Defini-
tionsintervalle fiir y¢{t-r,} um (-7,). Wenn jetzt die Spannung U,(r) nach
(x40) mit (141) gebildet wird, so verschwindet sie bis zum Zeitpunkt = = o
identisch und verlduft von dann ab genau sinusférmig. Die Periode ist dieselbe
wie die der Erregung (132) ndmlich 2xn/x. Da in (139) p und damit auch der
Wert von Q,, sehr gross sind, bewirkt die Abédnderung der wahren Verhéltnisse
durch (141) nur einen vernachlidssigbar kleinen Fehler fiir Q,,. Durch diese
Uberlegung erst erfihrt die Definition (141) ihre Rechtfertigung. Mit U,n(<)
nach (140) und (141) ist

=5 fU”.(r e > (142)

5. 2) Superpositionsmass bei stationdrer Erregung

Da der Integrand in (142) wie Upn(z) die Periode 27/« hat, konnen wir auch
schreiben

O = Om (143)

T

NI’O

mit On= 7 [ Untas (144)

Om ist die in einer Periode der stationdren resultierenden Ausgangsspannung
im Eingangskreis umgesetzte elektrische Energie. Wenn wir jetzt im Grenz-
iibergang p— o0 den Quotienten der Gesamtenergien nach (96) im Falle der
Geophongruppe und im Falle des Einzelgeophons bilden, so ergibt sich mit(143)

On _ i O _ O

o Mmoo (143)

Erst jetzt nach dem Grenziibergang p— oo haben wir den Fall der stationdren
Erregung wirklich voll erfasst. Jetzt ist die Gleichung (134) tatsdchlich vollig
~bedeutungslos geworden. Die Fehler, die durch die Vernachldssigung des
Einschwingvorganges und durch die Definition (141) verursacht wurden, sind
fiir die Beziehung (145) verschwunden und daher ohne jede Bedeutung ge-
worden. Mathematisch haben wir jetzt die Moglichkeit, uns den Beginn der
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Erregung beliebig weit in die Vergangenheit zuriick verlegt zu denken, so dass
zur Zeit der Betrachtung mit voller Gewissheit alle Einschwingvorginge
abgeklungen sind, und wir einen rein stationdren Vorgang betrachten.

Es wurde schon im vorigen Abschnitt 5. 1 darauf hingewiesen, dass bei
stationdrer, sinusformiger Erregung nach (132) mit p— co die Bedingung (31)
nicht mehr erfiillt ist. Damit existiert auch nicht das uneigentliche Integral
in (96). Die Gleichungen (144) und (145) besagen nun, dass in diesem statio-
ndren Falle, in dem Q,, und @, nach (g6) nicht mehr existieren; ihr Quotient
sehr wohl existiert. Dies ist aber hinreichend fiir die Existenz des Superposi-
tionsmasses 4 nach (98). Aus (98) und (145) folgt

/R1Om
h=]/R 6
] 2G (146)

Dieselben Uberlegungen, die wir bisher fiir den Fall stationérer, sinusfor-
miger Erregung angestellt haben, lassen sich auch fiir jede andere stationdre,
also periodische, nicht-sinusférmige Erregung durchfiihren. Es gilt immer (146),
wo Q@ beziehungsweise Q, die Energien bedeuten, die wihrend einer Periode
der stationdr verlaufenden resultierenden Ausgangsspannung umgezetzt
werden. Damit ist gezeigt, dass die Definition des Superpositionsmasses % in
(98) auch fiir alle Fille stationdrer Erregung anwendbar ist, obwohl die
Bedingung (31) dann nicht mehr erfiillt ist.

Fiir die sinusférmige Erregung wollen wir aus (146) noch einen anderen
Ausdruck fiir das Superpositionsmass % herleiten. In (99) wurde Upgm(z) als
die Spannung eingefiihrt, die von der m-fachen Geophongruppe hochstens
nach aussen abgegeben werden kann. Wegen (97) wurde % in (98) in besonderem
Hinblick auf diese Spannung U,mx(t) definiert. Aus (99), (144) und (146)
folgt hier fiir das Superpositionsmass

h—V f Uln(x) d= / ‘/ f Ui, (147)

Diese Form fiir 4 entspricht der Gleichung (100) fiir impulsférmige Erregung.
Wenn man bedenkt, dass

Usm = ‘/7—: * f U2,.(x) dx (148)

die Amplitude der sinusformigen Spannung U,m(z) ist, so ergibt sich aus
(147) fir 2
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* *
h == Uam/ Ua1 (I49)

Das in (98) definierte Superpositionsmass % geht also im Falle stationdrer,
sinusformiger Erregung iiber in die {ibliche Beschreibung einer Interferenz-
erscheinung an sinusférmig verlaufenden Vorgiingen, nimlich in den Vergleich
der Amplituden der interessierenden, sinusférmigen Spannung U,(z) vor und
nach der Superposition durch ihren Quotienten. Hiermit ist gezeigt, dass das
Superpositionsmass %, wie es in (98) besonders fiir impulsférmige Erregung
definiert worden ist, eine echte und damit zuldssige Verallgemeinerung dieser
iiblichen Interferenzbeschreibung bei harmonischen Schwingungen darstellt.
Selbstverstdndlich gilt das hier nur im Hinblick auf die besonderen Verhalt-
nisse bei der Geophongruppe. Hier muss vor allem an die Erlduterungen in
Abschnitt 4. 2 zur Anwendung des Begriffes ,,Superposition’ bei der Geophon-
gruppe erinnert werden.

5. 3) Superpositionsmass bei sinusformiger Erregung und Reihenaufstellung

Fiir eine symmetrisch geschaltete Geophongruppe in Reihenaufstellung
wollen wir nun %~ nach (149) wirklich berechnen, also % als Funktion der
Wellenrichtung ermitteln. Die Spannung U,m(r) ergibt sich aus (99), (140)
und (141) als

En Y .
Uan(s) = Ra Koy O 1™ Z sin fx (v—7) + m} (150)

mn
1

Die Aufstellung der Geophone wird durch (27) und (42) beschrieben. Die
fortlaufende Numerierung der Geophone moge so erfolgen, dass ihre positive
Richtung mit der positiven Richtung der &-Achse zusammenfillt. Es folgt
dann aus (34) und (42) schdrfer als in (43) und (44)

o

v cos@; w=20,I,...,mI;v=1I,... mu (I5I)

’ ’
Tyop — Tv=VK¥T; T,=

Wir konnen jetzt die Summe

Z =i sin {x (t—7y) + &m} (152)

aus (150) durch Anwendung der goniometrischen Formel

I
2sinf

sin a =

[cos {a— B} — cos {a + B}] (153)

zweckmissig umformen. Wenn wir dabei B = } x 1, setzen, ergibt sich
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I %, % s
Z =— Z' [cos {x(v-7) +em — 7} —cos {x (t—,) +&em + 5 1-0}] (154)
2sin—<,
2
Man sieht, dass sich in dieser Gleichung wegen der Beziehung (151) filr . = 1
alle Summanden bis auf zwei gegenseitig aufheben. Es bleibt
1

Z = ——x—[cos{x (r—7y) + &m —2 Ty} — 08 {% (v—7y) +em+ )_;To}} (155)
2 sin;'r;

Durch Umformung in ein Produkt folgt unter Beriicksichtigung von (151)

.. m ’
sin —x 1,
v _ 2 . . Tyt T
2, 1 ) SIn ¢ % (‘t' _2 )+ € (156)
s ; X T,

Der Wert dieses Ausdrucks dndert sich nicht, wenn man =, durch seinen Betrag
|y] = 7 nach (44) ersetzt. Damit ergibt sich jetzt iiber (152) aus (150)

sin 2
—%Tg
2 s 1 +‘rm

sinzu('r———z—)-FSmE (157)

Uam (T) = Ra Kﬁ)ocxa ==
" sin —x1,
2

Diese Gleichung beschreibt klar den sinusférmigen Verlauf der Spannung
Uam(t). Die Amplitude ist
. m

* Em
Uam — Ra Kmocxz Iv_'

: (158)
m .
SIN — X Ty
2

Das gilt auch fiir m = 1, also beim Einzelgeophon. Fiir das Superpositionsmass
folgt jetzt aus (149) und (158)

. m
sin —x,
E,.N 2" Y
bz = T = h(9) (159)
Ele . I
SIn — % To |
2

Bei dieser Bildung von % kiirzen sich der richtungsabhingige Faktor C und
eine eventuell von eins verschiedene Amplitude der Wellenfunktion (132)
wie beim Impulsfalle im Abschnitt 4. 3 heraus. % ist also wie in (122) nur tiber

7, richtungsabhingig, und zwar nach (44) nur von der einen Koordinate ¢.
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Es gilt wieder die Symmetrie (123). Obwohl nach (132) }(+o) #o ist, hat 4(e)
hier — anders als im Impulsfalle — an der Stelle ¢ = =/2 keine Ecke. Nach
(159) hat A(r,) fiir tp = o den Wert

EnN,

ho =m E1 N"‘ (160)
Damit kann man (159) auch so schreiben:
sin 2y,
h a2
h(zo) = ;‘: — (161)
sin ~x 7,

Die Richtungsabhingigkeit des Superpositionseffektes im Falle stationdrer,
sinusformiger Erregung wird wesentlich bestimmt durch die in (158), (159)
und (161) auftretende Funktion von =,

sin —x-T,
2

. I
sin—x 7,
2

Diese Funktion wurde in den bereits erwdhnten Arbeiten von HALES und
EDpwWARDS (1955), PARR und MAYNE (1955), LoMBARDI (1955) und REYNOLDS
(1954) diskutiert beziehungsweise fiir einzelne m graphisch dargestellt. Die
Minima des Superpositionsmasses 4 nach (161) sind

2z

hz)) =0; w=m,—; nmganzz., # m mod o (162)

Sie werden in einer Ecke erreicht. Die Hauptmaxima sind
2
h(tg) = ho; 7= n:ﬂ ; nganzz. (163)

Die Nebenmaxima liegen in den iibrigen Intervallen zwischen je zwei benach-
barten Minima. Sie sind alle kleiner als die Hauptmaxima. Nach (162) kann
also % sehr kleine Werte annehmen und es verschwindet sogar fiir einzelne
Richtungen. Das bedeutet nach (98) beziehungsweise (146), dass die m-fache
Geophongruppe (m # 1) keine resultierende Ausgangsspannung erzeugt und
keine Energie in den Eingangskreis einbringt, wenn sie durch stationdre
Sinuswellen aus diesen bestimmten Richtungen erregt wird. An Stelle einer
Verbesserung der Registrierbarkeit bewirkt der Superpositionseffekt fiir diese
Richtungen also praktisch sogar eine Ausloschung der Nutzwellen.

Diese besonders einschneidenden Verhiltnisse liegen immer dann vor, wenn
die Funktion /(<) Nullstellen hat. Bei der Durchrechnung von Beispielen fiir
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den Fall impulsférmiger Erregung nach den Formeln des 4.Abschnitts gewinnt
man die Erfahrung, dass % in diesen Fillen in der Regel keine Nullstellen
besitzt. Das ist ein wesentlicher Unterschied zwischen den Verhdltnissen
bei stationdr sinusformiger und denen bei impulsférmiger Erregung. Es ist
also unzureichend, bei einer oszillierenden Impulsfunktion den physikalisch
reellen und die Praxis allein interessierenden Impulsfall durch das Modell
einer stationdren, sinusformigen Erregung zu beschreiben, wie es bisher
gemacht wurde. Weiterhin ldsst sich im gleichen Sinne noch folgendes sagen:
In der angewandten Seismik interessiert bei der Registrierung einer ,Refle-
xion”’ vor allem ihr erster Teil, der ,,Einsatz”’. Man darf hier sicher nicht von
den Einschwing- und Anfangsvorgingen absehen. Der in den Abschnitten
5.1 und 5.2 vollzogene Ubergang vom Impulsfall zum stationdren Fall
bestand aber gerade in der Vernachldssigung dieser Vorgidnge. Die weiter
oben vor (162) erwidhnten Autoren sind in ihren Arbeiten nicht iiber den
Fall der stationdren, sinusférmigen Erregung einer Geophongruppe in Reihen-
aufstellung hinausgegangen.

Wir wollen nun den Maximalwert des Superpositionsmasses 4, nach (160) in
einem numerischen Beispiel niher untersuchen, und zwar fiir die beiden Fille
der serien- beziehungsweise parallelgeschalteten Geophongruppe. Die Daten
der verwendeten Geophone mogen wieder durch (93) gegeben sein. Der Wert
von w, in (93) bedeutet, dass die Geophone eine Resonanzfrequenz von 24 Hz
haben. Wenn wir also in (132)

x=2 (164)
wihlen, so nehmen wir an, dass die Frequenz der erregenden Sinuswellen
48 Hz betrigt.

Fiir die Serienschaltung folgt aus (160) mit (79), (81) und (210)
_ m (R, + R,) V (1-%%)2+ 4o %?
Ro+mR; | (1-%%)% 4 g4ab %2

ho (165)

+

Darin sind «; und «,, nach (82) zu bilden und sind noch Funktionen des
Aussenwiderstandes R,. Entsprechend folgt fiir die Parallelschaltung aus
(160) mit (84), (89) und (210)

_ M RitRa) 1 [ —? + 4o
hy = R; + mR, V(I—x2)2 + 402, %2 (166)

*

mit «; und a, nach (go). In Abb. 5 ist 4, mit den Daten nach (93) und (164)
berechnet und als Funktion des Aussenwiderstandes graphisch dargestellt.
Als Mass fiir den Aussenwiderstand ist wie in Abb. 4 wieder ¢ nach (92) benutzt
worden. Die ausgezogenen Kurven sind nach (166) und (go) berechnet worden
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und gelten fiir die Parallelschaltung. Die gestrichelten Kurven gelten nach
(165) und (82) fiir die Serienschaltung.

In Abb. 5 wird deutlich, dass der Maximalwert des Superpositionsmasses
meistens wesentlich kleiner ist als m. Nur in den Grenzfillen c—o0 bei der
Parallelschaltung und c— o0 bei der Serienschaltung wird %, = m. Das bedeutet
nach (149), dass selbst bei giinstigster Superpositionwirkung die Amplitude

+

. L
% % % 1 % 1 4 o

Abb. 5. Maximalwert %, des Superpositionsmasses als Funktion von R, fiir Geophone

mit Daten nach (93); - Serienschaltung, Parallelschaltung.
Maximum value kg of the superposition measure as function of R, for geophones having
properties as in eq. (93); - series connection, parallel connection.

*
der registrierbaren Spannung U, bei der Geophongruppe meistens wesentlich

kleiner ist als das m-fache der Spannungsamplitude C;,,l im Falle des Einzel-
- geophons. Hiermit haben wir eine weitere Erlduterung zu den Ausfithrungen
im Abschnitt 4.2 gewonnen, dass namlich die Superpositionswirkung der
Geophongruppe nicht als eine reine, algebraische Additionswirkung verstanden
werden darf.
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6. ABSCHNITT: EIN BEISPIEL FUR DEN SUPERPOSITIONSEFFEKT BEI IMPULS-
ERREGUNG

6. 1) Superpositionsmass bei Erregung durch gedimpften Sinusimpuls

In diesem Abschnitt wollen wir ein praktisches Beispiel fiir die Anwendung
der bisher entwickelten Begriffe und Methoden behandeln. Eine symmetrisch
geschaltete Geophongruppe in Reihenaufstellung moge durch eine geddmpfte
Sinusschwingung nach (221) erregt werden. Es wird keine von eins verschiedene
Quasiamplitude angenommen, da sie ja ohnehin fiir das Superpositionsmass A
keine Bedeutung hitte. Die Berechnung von 4 ertolgt mit y(«) aus (223) nach
(r22) mit (104), (120) und (121).

Wenn wir in (223) folgende Abkiirzungen einfiihren

e Msin xu = S;(u) = S;; e Mcos xu = Cy(u) =C, (167)
e~ sin Bu = Sy(u) = S, ; e *cos Pu = Cy(u) = C, 7
so folgt:

Y() = ¢Sy + 2 Cy + ¢3Sy + ¢4 Cy (168)
Zur Berechnung der P, nach (120) braucht man weiter:

Yu + wro} = €1 St + wro} + ¢a Cofwe + ute} + ¢ Salw + o} +
+ caCafts + pevo} (169)

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir die in (167) definierten Funktionen S(u)
und C(u) die folgenden Additionstheoreme gelten

S{uy + ug} = S(uy) Clus) + C(1y) S(“z)i

Cloty + ttg} = Clut) C(tts) — S(aty) S(tg) (x70)

Wenn man (169) mit (170) umformt, so ergibt sich mit den Abkiirzungen
nach (167)

Y + pro} = (61€1 — €25)Sa(wvo) + (62151 + €2Cy) Caluro) + g (171)

+ (c3Ca — €4Ss) Sa(ug) + (c3S2 + c4Ca)Calpery)

Um nun P, nach (120) zu erhalten, miissen wir (168) mit (171) multiplizieren
und iiber % von o bis co integrieren. Es ergibt sich

P, = A, Sy(ur) + 42 Cy(uvg) + As Sawro) + A4 Calro) (172)

wo die A folgende von 1, unabhingige Ausdriicke bedeuten:
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o
s
i

Ay = (i —¢3) 3?1 + €6 ( 5 ) + 01035 C, + 0104C
— 02035 Sp — €464 S

+nl|

Ay = 26,635,y + ¢3St + c2CF + ,655,5, 2 + clc47
+ a3 zC1 + 0204
Ag= (2 — ) 5,C; + csc¢(C - S’) - 6503 S4Cy == C5s 555,
+ c2c3C 1Ca — €464 S,
A, = 2¢4¢, ,Cg 4 c'S’ + c:a + clcaslsz + ::1c4SIC2 -
+ 62035;61 + CzQCTz

(173)

‘£l+ 3l

Die eckigen Klammern in (173) bedeuten, dass die darunter stehenden Aus-
driicke, die nach (167) Funktionen von « sind, iiber # von o bis co integriert
werden miissen. Ausgerechnet ergeben diese Integrale 1)

= X2 — Il
SEawra T
— 22342 — I+o?
G=pmtra’ 6=
—_—— x —_——
56 = m 35:C, = S_ (174)
SC — Bl2a (¢ +A) + 22 + %2 —1] 55— 2B% (e +2)
TR [ 4 o)+ o2 4 B2 — 4B TP T[(A + )2 4 %2 4 B2 — 42E2
e _ N [zad +3 42 4 1] S, BlartR—e )
b2 =

[0 )+ + B — 8% ™2 T [+ o) + o + B — 4B
Hierin ist B durch (201) gegeben.

Aus (167) und (172) folgt fiir p = o:
Py= A, + 4,4 (175)

Damit ist nach (104) und (120)
1
F, = IT: (Agq) + Aaw) (176)

Der eingeklammerte Index eins bei 4,4, und A4,,, bedeutet, dass bei ihrer
Berechnung nach (173) mit den Formeln (224) und (174) das Diampfungsmass
o, nach (77) verwendet werden muss. In allen anderen Fillen sind die 4, nach
(173), (174) und (224) mit den Dampfungsmass a,, zu berechnen.

1) Die Integrale wurde nach den Formeln II 335, 6a, 6b, 6¢ in der Integraltafel von
GRrR6BNER und HOFREITER (1949) berechnet.
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Die Berechnung des Superpositionsmasses % erfolgt jetzt nach (r21) und
(r22) mit (172) und (176). Wenn wir

F.

P, = ;& b %) (177)
setzen, konnen wir dieses Verfahren bei Beriicksichtigung von (175) durch
leichte Umformungen auf folgende, fiir die numerische Rechnung zweck-
mdssige Form bringen

/ m-1
o) = l/ o+ Y2 onw) o (178)
wo p(v) als Funktion des Argumentes v gegeben ist durch
p) = ay €™ sin {xv + vy} + aze " sin Bmv + v (x79)
Die Konstanten a,, ,, a, in (178) und (179) sind

E} E, E;,
g = o (A +44); a= e Al + 45 a2=2_m 4; + 47 (180)
Fl F1 Fl

*

Fiir die Winkel vy, und v, in (179) gelten die Gleichungen

sin y; = -———Aa_. ;  COS Yy = ~———~_{h—~
“Tya A Ty 4 .
Y A, {xor)
sin y, = ; COS Yy = : \

YA + A? ya: + A?
Aus (126), (175) und (180) ergibt sich fiir den Maximalwert des Superpositiorns-
masses

hy = Yma, (182)

6. 2) Numerisches Beispiel
Fiir die Berechnung eines Beispiels wollen wir in (221) annehmen

x=2; A=0,2 (183)

Wenn die verwendeten Geophone wiederum vom Typ (93) sind, bedeutet (183)
nach den Ausfiihrungen im Zusammenhang mit (164), dass das Amplituden-
spektrum des geddmpften Sinusimpulses sein Maximum bei 48 Hz hat. In
Abb. 6 ist die gewdhlte Impulsfunktion nach (221) und (183) aufgezeichnet.
Auf Grund der Wahl von 2 ist der Wert des fiinften Maximums schon kleiner
als der zehnte Teil des ersten.
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Abb. 6. Gedampfte Sinusschwingung f(#) = e~** sin xu; ¥ = o mit A = 0,2; x = 2.
Damped harmonic vibration f(#) = e~* sin xu; # = o with A = 0.2; » = 2.

Die Geophongruppe unseres Beispiels moge aus 3 Geophonen vom Typ (93)
bestehen und in Reihe aufgestellt und parallel geschaltet sein. Solche Geophon-
gruppen werden in Deutschland in der Praxis sehr hidufig verwendet. Eine
bekannte seismische Standardapparatur aus der Praxis hat pro Spur einen
reellen Eingangswiderstand um 200 Ohm. Die zugehorigen Kabel haben einen
Widerstand von 0,5 Ohm pro Meter Doppelleitung. Wenn wir also eine Kabel-
auslage von ungefdhr 150 Meter von der seismischen Apparatur bis zur Geo-
phongruppe annehmen, so entspricht das einem Aussenwiderstand R, von
etwa

Ra=280[VA™]; o=4/3 (184)

mit ¢ nach (92) und (93). Mit den Daten nach (93) und (184) ergibt sich aus
den Formeln (74), (77), (84), (90) und (zo1)

a; = 0,4643; a3 = 0,3500
By =0,8857; B3 =0,9368 (185)
R, =490 ; Rs;=350
Mit (183) und (185) folgt nach (173), (174) und (224) fiir die 4,
A, =—o0,1962; A3 = —0,2231
A, = +7,260 ; A, =—o0,1521 (186)
Aa(x) =+ 6,422 ; A,y = —0,1836

Mit diesen Werten berechnen wir aus (180) mit Beriicksichtigung von (89),
(176) und (185) fiir m = 3:

a, = 0,7443; a, = 0,5070; a, = 0,01886 (187)
Geophysical Prospecting, VI 18
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Aus (181) und (186) ergeben sich die Winkel ; und vy, im Bogenmass zu:

Y1 =1,598; Ya= 3,740 (188)
Wenn m = 3 ist, wird aus (178)
h(zo) = V ag + 2 p(79) + p(27) (189)

Fiir unser Beispiel ist jetzt das Superpositionsmass #(t,) durch (189) und (179)
mit den Daten nach (183), (185), (187) und (188) gegeben. Dieses Ergebnis
ist in Abb. 7 durch die ausgezogene Kurve graphisch dargestellt. Die nihere
Diskussion der Kurve wird erst im nidchsten Abschnitt 6.3 vorgenommen.

/Tl!,qitl P /’\\

451

40

05+

Abb. 7. Superpositionsmass fiir dreiin Reihe aufgestellte, parallel geschaltete Geophone;

h(zy) bei Erregung durch gediampften Sinusimpuls; Z(-ro) bei Erregung durch stationire
Sinuswellen
Superposition measure of linear array of three geophones connected in parallel; k(z)

for a damped sine impuls; /(t,) for stationary harmonic waves.

Wir wollen jetzt das Superpositionsmass fiir den Fall berechnen, dass die
Geophongruppe unseres Beispiels durch stationdre Sinuswellen der Frequenz
48 Hz erregt wird. Wir konnen dann in unserem konkreten Falle die Ergebnisse
bei strenger, impulsgemésser Behandlung mit denen bei Annahme stationdrer
Erregung vergleichen. Das Superpositionsmass fiir den stationdren Fall moge
durch einen Querstrich gekennzeichnet werden. Es folgt dann fiir m = 3
und x = 2 aus (161) nach leichten goniometrischen Umformungen:

h(zy) = %ﬁo | T 4+ 2cos 2T, | (190)

Zo berechnet sich aus (166), (184) und (185) zu
ho = 1,492 (x91)



DIE MEHRFACHAUFSTELLUNG VON GEOPHONEN 243

In Abb. 7 ist —};(‘ro) nach (19o) und (191) durch die gestrichelte Kurve dar-
gestellt.

6. 3) Diskussion der Ergebnisse

Die Diskussion der Kurve ;(1-0) in Abb. 7 ist schon weitgehend durch die
Ausfiihrungen im Abschnitt 5.3 erledigt. Fiir die Minima und Hauptmaxima
gelten (162) und (163) mit m = 3 und x = 2. Die Nebenmaxima haben den

Wert %,/3 und liegen genau in der Mitte zwischen zwei aufeinander folgenden

Hauptmaxima. An der Stelle 7, = o verschwindet die Ableitung von k(z).
Das absolute Maximum der Funktion %(z,) an der Stelle T, = o ist nach
(x82) und (187)

ho = 1,494 (192)

Der Unterschied zu Zo nach (19x) ist zwar sehr klein aber numerisch gesichert.
Die Ableitung von A(z,) an der Stelle , = 0 berechnet sich nach (131) zu

dh(z
[%:)L-o: — 0,1869 (193)
Sie ist also von Null verschieden. In Abb. 7 ist die Tangente an A(z,) fiir die
Stelle T, = o eingezeichnet. Von 7, = 0 bis 7, = 0,75 folgt A(z,) fast genau
dem Verlauf von Z(ro). Von da ab weichen beide Kurven jedoch wesentlich
voneinander ab.

Um den Verlauf von %(z,) besser zu verstehen, wollen wir aus (189) einen
Niherungsausdruck fiir # ableiten. In (187) ist a, fast 27 mal grésser als a,.
Man kann also in (179) das zweite Glied mit a, als Faktor neben dem ersten
Glied vernachlidssigen. Wenn wir weiter y, = w/2 setzen, so machen wir nach
(188) einen Fehler in Winkelmass von nur etwa 1,5 Grad. Mit diesen Vernach-
lissigungen folgt jetzt aus (179) und (189) mit den Werten nach (183)

—0,21, —0,4z
h%(ty) ~ ay + 24,6 COS2Ty + a;e COS 47, (194)

In bezug auf die Extrema verhalten sich die Funktionen 7Z(z) und h%(z,)
dhnlich. Wenn es nur um einen Uberblick geht, kénnen wir also /42 nach (194)
anstatt s betrachten. In (194) kann man wegen des Faktors 2 beim zweiten
Glied und der doppelten Dampfung beim dritten Glied in erster Ndherung
das dritte neben dem zweiten Glied vernachldssigen. Die Form der Kurve
wird dann wesentlich bestimmt durch die gedimpfte Schwingung des zweiten

Gliedes. Die Maxima liegen ungefdhr an den Stellen, wo %(t,) Hauptmaxima

hat, die Minima dort, wo # Nebenmaxima hat. Die Schwingungen der Kurve
werden mit grosser werdendem t, immer mehr abgedampft. Aus (179) und
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Abb. 8. Richtungsabhingigkeit des Superpositionsmasses fiir dreiin Reihe aufgestellte,
parallel geschaltete Geophone. Abstand zwischen den Geophonen ¢ = 6,94 m (Abb. 8a),
e=13,80'm (Abb. 8b) und e = 27, 78 m (Abb. 8¢). h(g) bei Erregung durch gedimpften

Sinusimpuls; ......... h(p) bei Erregung durch stationire Sinuswellen.

Influence of the direction on the superposition measure of linear array of three geophones
connected in parallel. Distance between geophones e = 6.94 m (Fig. 8a), ¢ = 13.89 m
(Fig. 8b) and e =27.78 m (Fig. 8¢). h (@) for a damped sine impuls; ......... h(p) for
stationary harmonic waves.
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(189) folgt, dass fiir 7p—co schliesslich A(zo)— }a, geht, was in Abb. 7 rechts
durch einen Pfeil angedeutet ist. Das dritte Glied in (194) ist kleiner und klingt
wesentlich schneller ab als das zweite. Es hat die doppelte Schwingungsfre-
quenz. Dadurch werden die Extrema des zweiten Gliedes angehoben. Die
Maxima werden schirfer und die Minima stumpfer. An der Stelle 7, = 1,65
kommt es sogar zur Ausbildung eines kleinen relativen Maximums.
Allgemein scheint der Verlauf von 4(t,) einmal durch die Tendenz bestimmt,

die Extrema von k(t,) abzuschneiden. k(t,) hat keine Nullstellen mehr. Es
gibt also nach den Ausfiihrungen im Abschnitt 5. 3 im Gegensatz zum statio-
niaren Fall keine Richtung, fiir die die Empfindlichkeit der Geophongruppe
verschwindet. Andererseits jedoch scheint %(t,) die Tendenz zu haben, in

grossen Ziigen dem Verlauf von %(r,) zu folgen. Das ist verstdndlich wegen
der engen Verwandtschaft der sinusformigen Erregung mit derjenigen durch
einen gediampften Sinusimpuls gleicher Schwingungsfrequenz nach Abb. 6.

Mit Hilfe von (44) kann man A(t,) nach (189) und }7(10) nach (19o0) als Funk-

tionen /() beziehungsweise %(¢) von ¢ darstellen. In (44) ist w, gegeben durch
(93). Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V' der Wellen in der Nihe der Geo-
phongruppe nehmen wir an als

V = 1000 [ms1] (195)

Wenn nun noch der Abstand e der Geophone in Abb. 2 gegeben ist, lassen sich

die zugehorigen Funktionen /() und %(¢) berechnen. In den Abbildungen 8a,
8b und 8c sind die erhaltenen Kurven fiir die Abstinde ¢ = 6,94; 13,89; 27,78
Meter in einem Polarkoordinatensystem graphisch dargestellt. Nach den Fest-
legungen in Abb. 1 und Abschnitt 2.3 hat ¢ das Intervall 0 < ¢ < w. Wegen (44)

W,
ist das entsprechende t,-Intervall 0<‘ro<7°e. Man braucht also fiir die Er-

mittlung von A(p) und ;(cp) die Funktionen A(z,) beziehungsweise }7(1-0) in
Abb. 7 nur in diesem Intervall zu kennen. Die Abstdnde e bei den Abbildungen

8a, 8b und 8c wurden so gewdhlt, dass 4(g) fiir ¢ = o eine Nullstelle hat.

In den drei Abbildungen ist auch der Halbkreis mit dem Radius eins ein-
gezeichnet. Uberall dort, wo die Kurven in Schleifen iiber diesen Halbkreis
hinauslaufen, ist das Superpositionsmass grosser als eins. Der Superpositions-
effekt ist dann fiir die Registrierung von Nutzwellen aus den entsprechenden
Richtungen giinstig. Wenn man das Superpositionsmass als ein Mass fiir die
relative Registrierempfindlichkeit auffasst, so kann man auch sagen, dass die
Geophongruppe fiir diese Richtungen empfindlicher ist als ein Einzelgeophon.
Fiir die Kurventeile, die innerhalb des Halbkreises verlaufen, gilt entsprechend
das Umgekehrte. Den Bogen, in Winkelmass gemessen, den die iiber den
Einheitskreis hinausreichenden Schleifen von 4(p) auf dem Einheitskreis
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ausschneiden, wollen wir als die Breite dieser Schleifen definieren. In den drei
Abbildungen sind es vor allem die in die Richtung ¢ = go° weisenden Haupt-
schleifen. Thre Breite ist in den Abbildungen § genannt. In der Abb. 8c sind
aber noch zwei Nebenschleifen in den Richtungen ¢ = 41°; 139° mit den
Breiten von je 20° vorhanden.

In der ausgezogenen Kurve der Abb. g ist fiir unser Beispiel die Breite &
der Hauptschleife als Funktion des Abstandes e der Geophone aufgetragen.
Man sieht: Fiir kleinere e ist die Geophongruppe iiber grosse Winkelbereiche
empfindlicher als ein Einzelgeophon; fiir e < 3 m sogar tiir alle ¢. Fiir grossere
Abstinde e jedoch wird die Hauptschleife sehr schmal. Die relative Empfind-
lichkeit der Geophongruppe fillt dann von ¢ = 9o° aus zu kleineren und grosse-
ren ¢ hin sehr schnell ab. Bei grosseren e treten aber auch wie in Abb. 8c die
beiden Nebenmaxima auf. Sie scheinen die deutliche Bevorzugung der Richtung
¢ = 9o° durch die schmale Hauptschleife wesentlich zu stéren. Hierzu muss
man bedenken, dass %(p) in Abb. 8c ein Mass fiir die relative Empfindlichkeit
der Geophongruppe darstellt und noch nicht ihre absolute, also wirkliche
Empfindlichkeit représentiert.

See

410°1

120°+

0"+

Abb. 9. Die Breite & der Hauptschleife von k(g) bzw. H(o,¢) als Funktion des
Geophonabstandes e.
The width § of the central lobe of %(¢) and H(o,9) as function of the geophone distance e.

Das Superpositionsmass 4(3, ¢) wie es in (98) definiert ist, vergleicht die
Energie Q,, bei der Geophongruppe mit @, beim Einzelgeophon jeweils fiir
dieselbe Wellenrichtung. Die Energie (), und somit auch die Registrierempfind-
lichkeit des Einzelgeophons ist aber wegen (78) und (g6) iiber den Faktor C
nach (32) noch selber richtungsabhingig, eben wegen der Tatsache, dass das
Geophon ein Vertikalseismograph ist. Wenn wir nun statt Q, als Vergleichs-

wert die Energie Q, wihlen, die das Einzelgeophon aufnimmt, wenn es vertikal
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von unten aus der Richtung ¢ = 90°, 8 = 0° erregt wird, so werden wir auf
die Definition folgender Funktion gefiihrt:

/

HE, 9) = ‘/ Bl — s, ) C0. ) (196
R0y

Diese Funktion H (3, ¢) ist der absoluten Registrierempfindlichkeit proportio-

nal und reprasentiert vor allem vollstindig deren Richtungsabhdngigkeit. Im

Falle der Reihenaufstellung ist 2 nach (122) von § unabhingig. Wir erhalten

dann nach (32) und (196)

H(3, @) = h(y) cos d sin ¢ (x97)

Fiir das Einzelgeophon ist 2 = 1. Unser Mass fiir die Registrierempfindlichkeit
wird dann

H,(3, ¢) = C(3, ¢) = cos 3 sin ¢ (198)

Wenn man die Zeichenebenen der Figuren 8a, 8b und 8c als die Ebene 3 = o
eines raumlichen Polarkoordinatensystems nach Abb. 1 auffasst, so gelangt
man nach (197) von den Kurven fiir /(¢) zu der graphischen Darstellung von
H(o, ¢) durch Multiplikation mit dem jeweiligen sin ¢. An Abb. 8c erkennt
man, dass dabei die fiir grossere e auftretenden Nebenschleifen weit in den
Einheitskreis hinein zuriickgedringt werden, und zwar weiter als die ent-
sprechenden Schleifen des stationdren Falles. Die Hauptschleifen in den drei
Abbildungen werden dagegen nicht kiirzer, sondern nur schmaler. Die Breite
der Hauptschleife von H(o,9) ist in Abb. g durch die gestrichelte Kurve
dargestellt. Bei der Ermittlung dieser Kurve war fiir einzelne Abstdnde e die
Losung von transzendenten Gleichungen erforderlich, was mit Hilfe der
Kurve fiir 2(r,) aus Abb. 7 graphisch durchgefiihrt wurde.

Wenn wir uns zunidchst auf die Ebene 8 = o beschrianken, so konnen wir
fiir unser Beispiel die bisherigen Uberlegungen folgendermassen zusammen-
fassen: Die Registrierempfindlichkeit der Geophongruppe ist fiir fast-vertikale
Richtungen wesentlich grosser und fiir die meisten anderen Richtungen
wesentlich kleiner als die des Einzelgeophons. Die Selektion der vertikalen
Richtung ist bei der Geophongruppe sehr viel besser als beim Einzelgeophon
und sie kann durch Vergrosserung von e weiter verschiarft werden. Diese
Ergebnisse wurden auf Grund einer der physikalischen Wirklichkeit weit-
gehend entsprechenden, impulsgemassen Behandlung des Beispiels gewonnen.

Es ergeben sich hieraus fiir die Anwendung in der praktischen Seismik
- folgende Gedanken: In vielen Fillen wird der Absolutbetrag des Superpositions-
masses fiir fast-vertikale Richtungen und die darin zum Ausdruck kommende
,,natiirliche” Verstarkung durch den Superpositionseffekt der Geophongruppe
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den Praktiker weniger interessieren. Die hochentwickelte Verstirkertechnik,
wie sie beim Bau moderner seismischer Apparaturen zur Anwendung kommt,
gibt ihm viel wirksamere Mittel an die Hand, fiir Registrierzwecke zur Ver-
fiigung stehende Spannungen zu verstarken. In anderen Fillen, wo es um die
Registrierung sehr schwacher Reflexionen geht, was in der Praxis sehr oft
vorkommt, spielt das bereits in der Einleitung erwdhnte Amplitudenverhéltnis
von Nutzsignal zu Storpegel (signal to noise ratio) eine wesentliche Rolle.
Es ist aber zu erwarten, dass fiir dieses Verhéltnis jedoch der Absolutbetrag
des Superpositionsmasses, wie er zum Beispiel fiir die vertikale Richtung in
unseren numerischen Beispielen durch Abb. 5 sowie (191) und (192) gegeben
ist, wichtige Bedeutung hat Wir wollen aber im Rahmen der vorliegenden
Untersuchung auf diese Zusammenhinge nicht ndher eingehen. Die Richtungs-
abhingigkeit des Superpositionsmasses und damit der Registrierempfindlich-
keit der Geophongruppe ist jedoch ein Effekt, der sich durch Apparaturen
ausser der Geophongruppe selber wohl kaum erzielen lasst. Man kann diesen
Effekt zum Beispiel dazu benutzen, um seitliche Reflexionen von Verwerfungen
oder von Flanken synklinaler Reflexionshorizonte wesentlich abzuschwichen
und so deren stérenden Einfluss auf das Seismogramm zu verringern.

Betrachten wir nun in dem rdaumlichen Polarkoordinatensystem nach Abb. 1
anstatt der Ebene § = o jetzt die Ebene ¢ = =/2, so liegen véllig andere Ver-
héltnisse vor. Weil fiir die Reihenaufstellung das Superpositionsmass # von 3§
unabhingig ist, ist die Schnittlinie der Ebene ¢ = w/2 mit der Fliche i =
h (3, ¢) ein Halbkreis mit dem Radius 4,. Das Mass fiir die absolute Registrier-
empfindlichkeit wird nach (197)

H(3, m/2) = hy cos & (199)

Aus einem Vergleich mit (198) sieht man, dass fiir die Ebene ¢ = =/2 die
Selektion der vertikalen Richtung beim Einzelgeophon durch Anwendung
der Geophongruppe nicht verbessert werden kann. Die Hauptschleifenbreite
der Kurve nach (199) ist immer 84° und ist von der Wahl von ¢ unabhingig.
Die praktische Anwendungsmaoglichkeit, die sich oben in der Ebene § = o aus
der Richtungsabhingigkeit des Superpositionseffektes ergab, besteht also fiir
die Ebene ¢ = =/2 nicht.

In diesem Nachteil kommt die niedere azimutale Symmetrie der Reihen-
aufstellung zum Ausdruck. Man kommt der idealen azimutalen Symmetrie
des Einzelgeophons schon wesentlich ndher, wenn man m? Geophone auf der
Fldche eines Quadrates der Kantenldnge (m-1)e so autstellt, dass die Geophone
auf den Ecken eines quadratischen Netzes der Netzkonstanten e stehen. Fiir
eine solche Geophongruppe in "Quadrataufstellung” wiirde die Richtungs-
abhidngigkeit des Superpositionseffektes fiir eine praktische Anwendung noch
viel giinstiger sein als bei der Reihenaufstellung. Einzelheiten konnten hier
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aber auch wieder nur durch die Betrachtung eines entsprechenden Beispieles
gekldart werden.

In den letzteren Erorterungen dieses Abschnittes spielte die Linge und
Form der Hauptschleifen von %(¢) eine grosse Rolle. Aus den Abbildungen
7 und 8 ersieht man aber, dass diese Hauptschleifen von /() mit denen von

iT(q;) in unserem Beispiel fast zusammenfallen. Man konnte also einige wichtige
Diskussionsergebnisse auch bei einer nur stationdren Behandlung unseres
Beispiels erzielen. Der Grund dafiir, dass die erwidhnten Hauptschleifen fast
gleich verlaufen, liegt in der mathematischen Verwandtschaft der gedimpft
sinusférmigen Erregung in unserem Beispiel zur stationdr sinusférmigen. Fiir
andere Impulsformen, etwa nach (225) und (229), kann die Ersetzung der
impulsgemdssen Behandlung durch eine stationdre auch fiir die Hauptschleifen
von A(p) viel ungiinstiger und ungenauer sein.

Die Diskussionsergebnisse dieses Abschnittes waren nicht das Hauptziel
der vorliegenden Untersuchung. Vielmehr handelte es sich insgesamt darum,
die Theorie der Geophongruppe, eines wichtigen Gerites der modernen Seismik
und physikalischen Lagerstattenforschung, weiter zu kliren. Es ging um die
Entwicklung eines moglichst vielseitigen Systems von Begriffen und Methoden,
von dem her man die Losung von Einzelfragen und die numerische Behandlung
von Beispielen aufgreifen kann.

7. ABSCHNITT: ANHANG UBER BEISPIELE IMPULSFORMIGER ERREGUNGEN

7. 1) Erginzende Bemerkungen zur Schwingungsgleichung

In diesem Anhang wollen wir fiir die numerische Untersuchung von Bei-
spielen niitzliches Formelmaterial iiber einige einfache Impulsfunktionen f(u)
bereitstellen. Die hier behandelten Impulsfunktionen geniigen alle den im
Abschnitt 2.2 geforderten Bedingungen. Sie sind also alle stetig und stiick-
weise glatt. Die Funktionen selbst und ihre ersten Ableitungen sind dem Betrage
nach beschrinkt, und die Forderung (31) ist erfiillt. Dariiber hinaus haben
einige der angegebenen Impulsfunktionen die physikalisch sinnvolle Eigen-
schaft, dass sie ganz glatt sind oder dass sogar ihre ersten Ableitungen f(u)
ganz glatt sind. Wegen (30) brauchen wir hier die Impulsfunktionen nur fiir
das Intervall » 2> o anzugeben.

Uns interessiert fiir die einzelnen Impulsfunktionen f(x) die zugehorige
Losung der Differentialgleichung (65) mit den Anfangsbedingungen (66), und
zwar gleich in der Gestalt y(x) nach (69). Da fiir diesen Abschnitt nur die
mathematische Form von (65) interessiert, wollen wir beim Dampfungsmass
den Index m weglassen:

Y(w) + 2 @ y(u) + yu) = — f(x) (200)



250 FRANZ JOSEF KUPPER

In der angewandten Seismik ist in der Regel sowohl fiir das Einzelgeophon
als auch bei der Geophongruppe das Dimpfungsmass « <<1. Wir wollen uns
deshalb bei der Losung von (200) fiir die einzelnen f(#) immer auf diesen Fall
o<1 beschrinken. Wenn man die zu (200) gehérende homogene Differential-
gleichung mit dem Exponentialansatz 16st, so erhdlt man bei a <1 als all-
gemeine Losung eine geddmpfte Schwingung. Die Frequenz dieser Schwingung
heisst die Eigenfrequenz des schwingenden Systems. Sie wird bestimmt durch
die reelle Grosse

8=yi—a (201)

Mit ihrer Verwendung ergibt sich im Falle <1 die gesuchte Lésung y(«) von
(200) nach (69) zu
{2 ()

y(u) = — G0+ u>o0 (202)

Durch Differentiation der ersten Gleichung von (66) folgt
yu) =0; u<o (203)

Wir brauchen also im Folgenden die Lésungen y(x) nur fiir positive # anzu-
geben. Entsprechend den Ausfiihrungen im Abschnitt 1.2 {iber die dortige
Funktion x(f) iiberlegt man sich, dass die Losung y(u) stiickweise glatt ist
und an den »-Stellen unstetig ist, an denen f(#) Ecken hat. Fiir eine solche
Unstetigkeitsstelle #, gilt

ko + 0} — Hug — 0} = f{uy — 0} — f{uto + 0} (204)
Eine Impulsfunktion f(#) moge sich als Linearkombination von % anderen
Impulsfunktionen f,(#) darstellen lassen:
k
fu) = I anfo (1) (203)
1
Wenn nun die zu den einzelnen Impulsen f,(#) gehérenden Losungen y(u)

bekannt sind, so ergibt sich die zu f(u) gehorende Losung y(u) wegen der
Linearitdt von (200) aus den y,(«) als die gleiche Linearkombination:

k
y(u) = 2’ an).'n () (206)
1
Insbesondere sieht man, dass die Multiplikation einer Impulsfunktion mit

einem konstanten Faktor auch die Multiplikation der zugehdrigen Losung
mit demselben Faktor bedeutet.
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7. 2) Stnusimpuls
Der Sinusimpuls ist gegeben durch

f(u) =sin xu; o0 < u < pnjx % (207)

flu) =o 3 u = prfx
Dabei ist p eine ganze positive Zahl, die angibt, aus wieviel halben Sinus-

schwingungen der Impuls besteht. Der Sinusimpuls ist nur stiickweise glatt;
die Ecken sind # = 0 und # = pmx. Die zugehorige Bildfunktion ist

=
e (208)
Damit erhdlt man nach (202) die Losung
y(u)=c, SN xu-+cy cos xu+e~** (cg sin Bu--c, cos Pu); 0 < u < pn/x
y(u) = e~ (c5 sin Bu + cg cos Pu) g u > pm/x ; (aog)

Sie ist unstetig an den Stellen # = o und # = px/x. Die Konstanten berechnen
sich nach den Formeln:

N2 Zax‘ ; Cs = (I —A) Ca_Bc‘
c =K—(I—x2) ; cg= (1—A)cy+ Bes
2 Nz
pT (210)

ox o=
€3 = BN? (40*x*—3x®+1) ; A = (-1)°e * cos B 3

pT
Cqg=—Co—x% ; B=(- )exsmﬁ—

7. 3) Einseitiger Kosinusimpuls
Der einseitige Kosinusimpuls ist gegeben durch
flw) =1 —cosxu; o< u<2nx |
flu) = o : u 2= 27fx

Dieser Impuls ist fiir die Seismik von MATUZAWA (1927) nédher untersucht
worden. Er hat den Vorteil, dass er ganz glatt ist. Die zugehorige Bildfunk-
tion ist

(211)

LU= s (1= ) (212
Die Losung nach (202) ist

y(1)=c, sin xu-+c, cos xu+e ** (cg sin fu + ¢4 cos Bu); 0 S u < 27/x
y(u)=e"** (c5 sin Pu + cq cos Bu) : u= 2mfx

(213)
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Sie ist im Gegensatz zu (209) stetig. Die konstanten berechnen sich nach
folgenden Formeln:

o =%8§ (1—x?) i €5 = (1—A) cgz—Be,

Cy= —1—3—22 ot ; g = (I—A) c;+Bcy

C3 =(:"X—I:,2 (2—2a2x?—1); 4= e“? cos B ?— 2=4)
Cyg=—©Cy ; B =% o Bg;—t

N2= (1 — %22 + 4a2%® ;

7. 4) Schwebungsahnlicher Impuls
Der schwebungsdhnliche Impuls ist gegeben durch

P pt+2
p+2

f(u) = o ; u

flu) = sin xu — sin

) 0 u < pnx (215)
>

pTT/%

Darin ist p eine ganze positive Zahl, die angibt, aus wieviel Halbschwingungen
oder Auslenkungen der Impuls besteht. Der schwebungsidhnliche Impuls
setzt sich aus zwei harmonischen Komponenten zusammen, deren Frequenzen
zwar in einem rationalen Verhiltnis stehen, deren Amplituden aber verschieden
gross sind. Deshalb verlduft der Hauptteil der Impulsfunktion (215) auch
nicht genau wie eine Schwebung, obwohl auch hier praktisch die Amplitude
einer Schwingung anschwillt und symmetrisch abklingt. Der Unterschied zu
einer Schwebung besteht darin, dass die Frequenz der amplitudenmodulierten
Schwingung nicht ganz konstant bleibt, sondern sich geringfiigig, und zwar
symmetrisch wie die Amplitude dndert. Fiir p = 1 und p = 2 ist der schwe-
bungsidhnliche Impuls von MARTIN (1935, 1953a) angegeben worden. Der
Impuls hat den Vorteil, dass sowohl er selber als auch seine erste Ableitung
ganz glatt sind.

Man konnte nun die zugehorige Losung von (200) genau wie in den Ab-
schnitten 7.2 und 7.3 iiber (202) mit Hilfe der Bildfunktion von (215) ermitteln.
Es ist hier aber viel einfacher, den vorliegenden Fall mittels (205) und (206)
auf den Fall des Sinusimpulses nach Abschnitt 7.2 zuriickzufiihren. Aus (215)
folgt

fl) = (i) — = alw) (216)

wobei gilt
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fi(w) = sinxu; o< u< pn/x
hw)=o0 ;  u= ‘Snfx § (217)
und
fa(u) = sinxu; o< u < pn/x = pr/n 8
fa(u) =0 p % = pr/x = pmfx (218)
mit
£=P_‘|;2x; p=rp+2 (219)

Die Impulsfunktionen (217) und (218) sind wie (207) Sinusimpulse. Die zuge-
horigen Losungen y,(#) und y,(%) lassen sich nach (209) und (210) ermitteln.
Der Unterschied zwischen y,(#) und y,(«) besteht darin, dass bei y,(«) in (209)
und (210) immer x beziehungsweise p nach (219) an die Stelle von x beziehungs-
weise p tritt. Die zu (215) gehdrende Losung von (200) ist jetzt nach (205) und
(206) wegen (216)
e

pt2

y(u) = y,(u) — Va(#) (220)

Sie ist eine stetige Funktion.

7.5) Geddmpfte Sinusschwingung
Die geddmpfte Sinusschwingung ist gegeben durch

flu) = e sinxu; u=0; A>o0 (221)

Dieser Impuls hat nur an der Stelle # = o eine Ecke. Die zugehorige Bild-
funktion ist
X’

0} = e

Nach (202) erhdlt man die Losung

(222)

y(u) = e (c, sin xu + ¢, cos xu) + e~ (cz sin Bu + ¢4 cos Pu); u >0 (223)

Sie ist unstetig an der Stelle # = o. Fiir praktische Rechnungen hat dieser
Impuls gegeniiber den bisherigen den Vorteil, dass die Losung y(u) fiir alle
positiven # durch nur eine Gleichung gegeben ist. Die Konstanten sind durch
folgende Formeln gegeben

- 1%2 [(2—2Y) 4 + BB +1)]; A = 2(ad? 4 ax? —))
¢s= 3 [23 —B(B + 1)] ; B=M+xi—1 -
e A ] ot

c‘=_62’_x
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7. 6) Gedampjte Potenzen
Die gedimpften Potenzen sind gegeben durch
fn() =e™u*; u=o0;, A>0;, n=1,2,3,... (225)

Diese Impulsfunktionen wurden von MARTIN (1942, 1953a, 1953b 1)) und
ZATOPEK (1950a, 1950b) benutzt und behandelt. An der Stelle # = o hat
f1(u) eine Ecke. Fiir n=> 2 sind die Impulsfunktionen (225) ganz glatt und fiir
n = 3 sind auch ihre ersten Ableitungen ganz glatt. Die zu (225) gehdrenden
Bildfunktionen sind

n!

L)} = W

Die zugehorigen Losungen nach (202) lauten

(226)

V() = ** ( 2 B u") + e ( b, 1 sin Bu + b, , cos Bu); u >0 (227)

An der Stelle # = o ist y,(«) unstetig. Alle anderen y,(«) sind stetige Funk-
tionen. Die Konstanten berechnen sich nach folgenden Formeln:

n!

C"’V=WA”_V;\0=O, I,..,n, N=XX—2aa\ 41

bi1= B_;n [As + (@—2) (4, + N3)] ; A,=»°

by =—0C—1I ; Ay =22 (4on — 22 —3)

! 8
bny= @%Tx [Ansit+(@—N4a]; n=2 ; Ay =402 — A2 — 6or+3) at)

n!
bny= W [A—a)Ay—NAn—];n=3; A3 =2(A—a)d;—N(4,—N?)

bng=—cCng; N =2 ; Ap=2(A—a)Ap—y — NAp—s;
n =4

Wenn man die gedimpften Potenzen (225) nach (205) linear kombiniert,
so erhdlt man die Impulsfunktion

f(u) = gw)e™; u=>o; rA>o0 (229)

wo g(u) folgende ganze rationale Funktion bedeutet:
k

8w = Yra,ur (230)

1) Die von MARTIN (1953b) in Tabelle VII Seite 219 angegebenen Konstanten ent-
halten Druckfehler!
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Man sieht, dass die beiden Funktionen f(x) und g(x) die gleichen Nullstellen
haben. Wir kénnten bei dem Impuls nach (229) von einem gedimpften Poly-
nom k-ten Grades sprechen.

Wenn wir zulassen, dass k& in (230) beliebig gross sein kann, dann bedeutet
(230) die Darstellung einer Funktion g(#) durch eine Potenzreihe. In
(229) ist dann f(x) durch eine gedimpfte Potenzreihe dargestellt oder nach
gedimpften Potenzen (225) entwickelt. Man erkennt jetzt an (229) leicht die
Giiltigkeit folgenden Satzes: Jede Impulsfunktion f(x), die sich im Bereich
# =0 durch eine Potenzreihe darstellen ldsst, kann man nach geddampften
Potenzen entwickeln. Die Potenzreihe fiir g(«) ergibt sich einfach als die
Produktreihe der gegebenen Potenzreihe fiir f(¥) und der fiir &
Umgekehrt braucht aber nicht jede gedimpfte Potenzreihe eine Impuls-
funktion in unserem Sinne zu sein. Wir wollen diese Zusammenhinge nicht
weiter untersuchen. Es ist hier nur wichtig, dass sich sicherlich eine grosse
Gruppe von analytisch vorgegebenen oder experimentell gefundenen Impuls-
funktionen durch gedampfte Polynome nach (229) und (230) annidhern lassen.
Die zugehdrigen Losungen von (200) kénnen dann iiber (206), (227) und (228)
ermittelt werden.

Herr Professor Dr.-Ing. O. Rosenbach vom Institut fiir Meteorologie und
Geophysik der Johannes Gutenberg — Universitit Mainz betreute die Arbeit
als Dissertation. Er nahm laufend am Fortgang der Untersuchung regen An-
teil und unterstiitzte mich durch wertvolle Ratschlige. Ich bin ihm wegen
seiner grossen Hilfsbereitschaft sehr zu Dank verpflichtet.

Weiter schulde ich der Firma PRAKILA, Gesellschaft fiir praktische Lager-
stattenforschung G.m.b.H., Hannover grossen Dank. Sie erméglichte die
Durchfiithrung der Arbeit durch grossziigige Forderung.
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