
Oberreicht von der 
PRAKlA 

Ge~e"sc~cft tCr f:,o:::i.sche 
logcr~t5ttel~rc:sChun9 G. m. b. H. 

PRINZIPIELLE BEMERKUNGEN ZU THEORIE UND PRAXIS 
DER METHODE DER ZWEITEN ABLEITUNG BEI DER 

INTERPRETATION GRAVIMETRISCHER MESSERGEBNISSE 

VON 

OITO ROSENBACH 

Reprint from: 

GEOPHYSlCAL PROSPECTING. Volume V (1957). No. 2 





PRINZIPIELLE BEMERKUNGEN ZU THEORIE UND PRAXIS 
DER METHODE DER ZWEITEN ABLEITUNG BEI DER 

INTERPRETATION GRAVIMETRISCHER MESSERGEBNISSE 

VON 

OTTO ROSENBACH *) 

ABSTRACT 

The first part of t he paper deals witb theoretical considera tions concerning the aritb me­
tic mean of gravity values and its use with regard to the derivation of approximation for­
mulae for the second derivative. In order to ca1cula te the second derivative in practice 
the arithmetic me an iHr) of a continuum of gravity values on a circle of radius r is appro­
ximated by a Taylor polynomial and then replaced by the arithmetic mean g,,(r) of n 
discrete grav ity values. Because of the invaria nce of g(r) with regard to rotations of the 
coordinate system in the horizontal datum plane there exists a lower limit for the number 
n; this lower limit depends on the degree of the Taylor polynomial used in the formula 
for g ... 

The general results of the first part yield routine formulae for the special case of a 
regular hexagonal grid ; these formulae a re given a nd discussed in the second part of the 
paper. Three formulae are applied to the gravity data of the Los ngeles Basin. Some 
remarks concerning the comparability of different approximation formulae a nd some 
hin ts with regard to rou tine ca1cu lations conclude the paper. 

Z USAMMENFASSUNG : 

Im er ten Teil der Arbeit werden einige theoreti che überlegungen in bezug 
auf die Verwendung des arithmetischen Mittels von Schwerewerten zur Her­
leitung von äherungsformeln für die zweite Ableitung angestellt. Für die 
praktische Berechnung der zweiten Ableitung gzz wird das arithmetische Mittel 
g(r) eine Kontinuums von chwerewerten auf einem Kreis vom Radius r um 
den Aufpunkt durch ein Taylor-Polynom approximiert und dem arithmetischen 
Mittel g,,(r) von n diskreten chwerewerten gleichgesetzt. Auf Grund der In­
varianz von g(r) gegenüber Drehungen des Koordinatensystems in der horizon­
talen Bezugsebene ergibt sich für die Zahl n eine Limitierung nach unten, und 
zwar in Abhängigkeit von der Ordnung des Taylor-Polynoms, das die Grund­
lage zur H erleitung einer Formel für gzz bildet. 

Die allgemeinen Formeln des ersten Teils liefern durch pezialisierung die 
Gebrauchsformeln für ein regelmässiges echseckgitter, die im zweiten Teil 

*) In titut für Meteorologie und Geophysik der Universität Mainz; Mitarbeiter der 
Prakla. Gesellschaft für prakti che Lagerstätten(or chung GmbH, Hannover. 
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angegeben und diskutiert werden. Es erfolgt eine Anwendung von drei Formeln 
auf das Messgebiet des Los Angeles Basin. überlegungen hin ichtlich der Ver­
gleichbarkeit verschiedener Nähernngsformeln für die zweite Ablei tung und 
einige Hinweise zur routinemässigen Bearbeitung praktischer Messergebnisse 
bilden den Abschluss der Arbeit. 

I NHALT 

J. Einleitung. 

2. Die Verwend ung des arithmetischen Mittels zur H erleitung von Täherungsformeln 
für die 2. Ableitung. 

2.1 Das Taylor-Polynom für g(r). 
2.2 Approximation von g(r) durch gn(r). 
2.3 Die Minimalzahl der Summanden von gn(r) . 
2.4 Näherungsformeln für die 2. Ableitung. 

3. Die Anwendung von Näherungsformeln für d ie 2. Ableitung bei der Bearbeitung 
praktischer Messergebnisse. 

3. I Gebrauchsformeln für ein regelmässiges Sechseck-Gitter. 
3.2 Ein Beispiel : Das Los Angeles Basin . 
3.3 Über die Vergleichbarkeit verschiedener Näherungsformeln für die 2. Ableitung. 
3.4 Einige Hinweise zur routinemässigen Bearbeitung praktischer Messergebnis E'. 

1. Einleit~tng 

Die Berechnung der 2 . Ableitung der Störschwere nach der Vertikalrichtung 
bildet heute vielfach ein Standardverfahren bei der Auswertung gravimetrischer 
Messergebnisse. Es sind mehrere, ihrer Konzeption nach unter chiedliche 
Methoden für die Herleitung von Formeln zur Berechnung der 2 . Ableitung 
aus den Bouguer-Anomalien publiziert worden. In jedem Falle handelt es 
sich um Näherungs form eln, die je nach Wahl der auftretenden Parameter für 
die Interpretation verschieden brauchbar sind. 

Bei einigen Methoden gründet sich die Herleitung von Formeln für die 
2. Ableitung auf die Darstellung des Anomalienfeldes in der Nachbarschaft 
des Aufpunktes durch ein Taylor-Polynom. In bezug auf diese Methoden 
sollen im folgenden einige prinzipielle Gesichtspunkte diskutiert werden, deren 
Bedeutung für die anderen gebräuchlichen Methoden durch sinngemässe 
Übertragung der entsprechenden Fragestellungen geprüft werden könnte. 

2. Die Verwendung des arithmetischen Mittels zur H erleitung von N äherungs­
formeln fiir die 2. Ableitt~ng. 

2.1 Da s Ta y lor - Pol y n om für das arithmetische Mittel g(r) . 

Bezeichnet g (x, y, 0) die Bouguer-Anomalie in der horizontalen Bezugsebene 
von Fig. I, dann ist das arithmetische ~1ittel g (r) der Funktion g auf einem 
Kreis vom Radius r um den Punkt P , mit Verwendung von x = r cos cp , y = 

r sin cp, gegeben durch 



g (r) 
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2" 

...!.. J g (r cos cp, r sin cp, 0) d cp . 
21t 

Fig. I : Horizontale Bezugsebene für die Bouguer-Anomalien g und Koordina ten­
bezeich n u ng 

Horizontal da tum pla ne for t he Bouguer a nomaly g a nd nota tion of coordina tes 

(1 ) 

Das arithmetische Mittel ist eine Funktion von r, die durch ein Taylor­
Polynom 

mit 
I (d2

1! g (r))p 
a

2 
= -- , f.I. = 1, 2, ... , NI 

I! (2f.1.)! dr21! 

approximiert werden kann ; die Koeffi zienten der ungeraden 
verschwinden. 

Der Koeffi zient des quadratischen Gliedes in (2) ist 

I p 
a2 = - - gzz' 

4 

(2) 

(2a) 

Potenzen von r 

wobei gtz die 2 . Ableitung der Bouguer-Anomalie nach der Vertika lrichtung 
bedeutet , die im folgenden kurz als ,,2. Ableitung" bezeichnet wird. - Eine 
H erleitung von (3) findet sich z.B. bei Elkins (1951) ; in Abweichung hiervon 
ist der Ausdruck (3) auch sehr leicht herzuleiten , indem man den Differential­
quotienten in (2a) für f.I. = I durch zweimalige Differentiation von (I ) unter 
d em Integralzeichen berechnet und berücksichtig t , dass die Bouguer-Anomalie 
der Differentialgleichung von Laplace genügt . 

Das Polynom (2) dient nun zur Berechnung der gesuchten 2. Ableitung gtz 
aus dem Anomalienfeld g. Entnimmt man diesem für eine Anzahl k verschiede­
n er Radien r j , i = I , 2 , ... , k , die zugehörigen a rithmetischen Mittel g(rj), 
so entstehen k lineare Gleichungen, aus denen die nbekannte gtz zu errechnen 
ist. Das Gleichungssystem ist lösbar, wenn k hinreichend gross ist , wofür 
sowohl der Grad des Näherungspolynoms als auch weitere Gesichtspunkte 
massgebend sind, auf die in Abschnitt 2.4 eingegangen wird . - Hier soll vor-
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erst die Technik der Entnahme von g(r) aus dem Anomalienfeld g in der Praxis 
einer Betrachtung unterzogen werden. 1) 

2 .2 App r oximation v on g (r) durch g,,( r ). 

In der Praxis wird das Anomalienfeld gaus Gravimetermessungen an dis­
kreten, genügend eng gewählten tationen erhalten, indem die Linien gleicher 
Anomalie, die sogen. Isogammen möglichst genau gezeichnet werden. Die 
Bestimmung des Wertes g (r) erfolgt nun nicht durch tatsächliche Ausführung 
der Integration gemäss (I ), sondern vermittels einer Approximation des 
Integrals durch eine umme, und zwar gewöhnlich in folgender Weise : {an 
teile den Vollwinkel um P in n gleiche Teile ~'Pi = 21t/n; sodann wähle man 
auf dem zu ~(jli gehörigen Bogenstück des Kreises mit dem Radius reinen 
beliebigen Punkt Qi (r, (jli ), in dem also die Anomalie den Wert g (r, (jli) annimmt. 
Bei einer derartigen E inteilung wird auf Grund der Definition des bestimmten 
Integrals der Ausdruck (I ) fü r g (r) approximiert durch die umme 

" " 
g (r) R!i ~ Y' g (r, (jli) ~ (jli = 2. L g (r, 'Pi) = g" (r). (4} 

21t ~ n . 
~=1 ~ = l 

E ist also das arithmeti che Mittel g,~ (r) der n Anomalienwerte g (r , 'Pi} 
an den diskreten Punkten Qi (r, (jl~) eine Approximation für g (r). Über die Lage 

der Punkte Q1 auf den Kreisbögen der Länge 21tr ist mi t (4) noch nicht verfügt. 
n 

Normalerweise wird man die Qi so legen, dass sie den Kreis in n gleiche Bogen­
stücke einteilen ; jedoch wird gelegentlich in der Praxis hiervon abgewichen. 

Die Approximation (4) i t gültig für jedes n ~ I, wenn auch selbstver tänd­
lich mit unter chiedlicher Güte. Im fo lgenden Abschnitt soll geklärt werden, 
inwieweit n zusätzlichen Bedingungen unterliegt, wenn g" (r) an tatt ü (r) bei 
der Berechnung der 2 . Ableitung g:; benutzt wird. 

2 :3 Di e Minim a lza hl d e r umm a nd en vo n g,,(r) . 

Wie bereits am chlus von Ab chnitt 2. 1 kurz ausgeführt wurde, dient das 
Polynom (2) zur Berechnung der 2. Ableitung au dem Anomalienfeld . Die zu 
verschiedenen Radien r i gehörenden Darstellungen der g (ri) ergeben ein 
lineares Gleichungssy tem zur Bestimmung von g:; ; hierbei werden für die 
numerische Rechnung die g (ri) nach (4) durch g" (ri) ersetzt . I t nun die Zahl 
n der ummanden in g" (ri) beliebig wählbar ? Für die vorliegende Aufgabe 
der . rrechnung von g:; rgibt die nachstehende berlegung, das n eine gewis e 

1) Diejenigen Leser, d ie mehr praktisch orien t iert sind , können ohne wesentliche Be­
eint räch tigu ng des Verständnisses die beiden fo lgenden Abschnitte über chlagen und mit 
ih rer Lektü re sofort bei Ab chn . 2.4 oder evtl. ogar 3.1 fortfahren. 
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Minimalzahl übersteigen muss, wenn die Ersetzung von 0 (ri) durch g" (ri) 
innvoll ein soll . 

Da arithmeti ehe :Vlittel g (r) des Kontinuums der Anomalienwerte g(r, rp) 
ist auf Grund seiner Definition (I) unabhängig von der Orientierung des xy­
Koordina tensy tems in der horizontalen Bezugsebene von Fig. 1. Die e n­
abhängigkeit gilt daher ebenfalls für die Ko ffizi nten in (2), insbe ondere 
al 0 für g:;, was ich mit Hilfe der Laplaceschen Gleichung auch sofort direkt 
au der Invarianz von g;: + g;~ gegenüber Drehungen de Koordinaten ystem 
ergibt. 

Da äherung polynom (2) wird bei der praktischen Rechnung nicht g (r), 
sondern gll (r) gleichgesetzt . un lä t ich aber auch g11 (r) durch ein ähe­
rungspolynom der Ordnung 2M dar teilen, indem man in (4) die Werte g (r , rpi ) 
von P au nach Taylor bis zur Ordnung 2M entwickelt und die entstehenden n 
Polynome addiert . oe ben wurde kon tatiert, da s die Koeffizienten. de Poly­
nom (2) unabhängig ind von der Orientierung des xy- Koordinatensystems; 
diese Ta t ache lässt folgende Forderung als sinnvoll er. cheinen : 

Die Er. etzung von g (r) darf nur durch solche gll (r ) erfolgen, in deren 
jeweiligem lä herung polynom der Ordnung 2M ebenfall nur Glieder gerader 
Ordnung auftreten mit Koeffi zienten, die ämtlich invariant gegenüber 
Drehungen des xy-Koordinatensystems in der Bezugsebene sind . 

Eine Au kunft darüber, welche g11 (r ) in diesem Sinne zur Ersetzung von 
g(r) geeignet sind, gibt Tab. 1. Man gelangt zu ihr in folgender Weise : 

y 

A 

x 

F ig. 2 : Geometrische Bezeichnungen zu Formel (5) 
Geometrical notations concerning formula (5) 

Nach Fig. 2 lautet bei Verwendung von Polarkoordinaten r, oc das Taylor­
Polynom für die chwereanomalie gA im Punkte A von P aus: 

Gcophysica l Prospecting. v 1 2 
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2M rl1l [~ (m) ( ()tnu )P 1 gA = g (r, ex) = 2, m! -6 l ()x 1111-; () / cos 11I-lex sin 1(1. (5) 

Mit Hinblick auf Abschn . 2 .2 identifiziere man nun den Punkt A mit dem 
Punkt Qi (r, <P i) einer Anordnung von n Punkten Qi (-r, <pi), i = 1,2, . . . , n, 
die den Kreis mit dem Radiu r in n gleiche Bogenstücke teilen. Dann ergibt 
sich aus (4) für g .. (r) die Darstellung 

g .. (r) R:i -=-~ l? r: [~ ("lt) (' 0'11 g ) P cos /tl-I ( (1. + 21t
n
(i-I)) 

n ~ __ m! ~ (). tn-I () I 
~ = i ttI =o 1=0 .• y 

5;n' (. + 2n ~-I) ) H (6) 

In dieser Darstellung dürfen nun gemäss der oben formulierten Forderung 
an die Eigenschaften von g" (r) nur Glieder gerader Ordnung auftreten, deren 
Koeffizienten invariant gegenüber Drehungen des xy- Koordinatensy tem , 
d .h. unabhängig von ex ein mü sen. Das führt nach Umformung von (6) in 
den Ausdruck 

2 M 
I r ltl 

g .. (r) R::i -
n - mI 

111=0 l ~ (m) (~ltIg )P l'~ cos m_I('ex + 21t(i-I )) 
~ l 0 1tI-1 () .1 ~ n 
1= 0 .t } i= l 

zu der Forderung: 

~ . In-I (' 21t U-..:2) . I( 21t Ci-I)) _ ~ 0 für In = 2fL - I (8) 
.7 cos (1. + sm (1. + - '( bh ' f " ~ n n una änglg von ex ur 11'1 = 2 fl. 
• = 1 

fl. = 0, I, 2, ... , M; m f; l. 

Diese Forderung ist keineswegs für alle Kombinationen der Zahlen m , l, n 
erfüllt. - Eine allgemeine Behandlung der umme in (8) i t hier nicht von 
Intere se. Min Hinblick auf die Bedürfnisse der Praxis ist in Tab. I der Wert 
dieser umme für m = I , 2, ... , 6 und n = 2, 3, 4, 6, angegeben. Eine Er­
wei terung der Tab lJe auf höhere 11'1 owie andere n i t leicht möglich . 

Wie Tab. I zeigt , wird die Forderung (8) bei 11,;[ = I erfüllt für n = 3, 4, 6, 8, 
jedoch nicht für n = 2; entsprechend bei M = 2 erfüllt für n = 6, 8, aber 
nicht für n = 2, 3, 4. - Das bedeutet nach den zu Anfang dieses Abschnittes 
angesteUten Überlegungen: oll die Darstellung (2) von g (r) bis zum Glied 2. 
(oder 4.) Ordnung gehen und g .. (r) gleichgesetzt werden, 0 mu s n ~ 4 (oder 
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Tab. I: Wert der Summe in (8) fü r m = J. 2 •... 6 und n = 2. 3. 4. 6. 8. 

m l ~1 ___ n ____ 2 __ ~ ___ n ____ 3 ____ +-___ n ____ 4 ____ +I_n_= __ 6~!,n __ ~_8-T.1I ___ n_. _____ 8 ___ 

I I ~ I ~ ~ ~ 1 ~ 1 ~ 1I 

2 0 

I 

2 

3 oi 
2 

3 

2 cos2oc 
sin 20C 
2 sin20c 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 

3 
! 
o 
3 
~-

t( 1-4sin 2OC) cOSoc 
-;i:( J -4COS2OC) si noc 
-t(I-4sin2e<) cOSoc 
tP-4COS2OC) sinoc 

9 
Ir 
o , 
lf 
o 
9 
R" 

abhängig 
von oc 

2 

o 
2 

o 
o 
o 
o 

3 
o 

3 

o 
o 
o 
o 

4 
o 
4 

o 
o 
o 
o 

~ sin 4°C 0 0 

o 
o 

4 
o 
4 

o 
o 
o 
o 

4(COS4OC + sin4oc) 
o 

2(COS'OC + in 4oc) I t I 3 

Sin220C 3 1 2 sin220C 

- {sin 4°C I 0 0 I' 0 

I 2(Cos4oc + sin4oc) I ~ 3 4(cos4oc + sin4oc) 
- --~I--o--~I--o--7.I------o----

o 
o 
o 
o 
o 
o 

I ~ ~ ! ~ 
o 
o I ~ ~ 11 

----~----------------------~----------~----7_---,~---------

I 6 0 

1 

2 

3 
4 
5 
6 

I 

1 

o 

i 
o 

i 
o 
t 

o 
Si0220C 

o 
in220c 

o 
4 (cos8oc + sin8oc) 

~ 6) ein, damit die entsprechende Näherung (7) von 2. (oder 4.) Ordnung 
hierfür geeignet i t; bei der soeben angegebenen Limitierung von n i t nicht 
nur die Forderung (8) erfüllt, überdie verschwindet in der Taylor-Entwicklung 
vongn (r) das auf die jeweilige Näherung (7) folgende Glied 3. (oder 5.) Ordnung. 

Unter Bezugnahme auf die Darlegungen am chluss von Abschnitt 2.1 

und am nfang die es Abschnitte rgibt ich somit für die Praxis folgende 
Tatsache: Verwendet man zur Berechnung von g:; äherungspolynome vom 
Grade 2M = 4 für die g (ri), die durch gn (ri) ersetzt werden sollen, so i t es 
zweckmä ig, n ~ 6 zu wählen; dann sind die Koeffizienten der erhaltenen 
Näherungsformel für g:; unabhängig von der Orientierung de xy-Koordinaten­
systems in der horizontalen Bezugsebene (Fig. 1). Eine olche Unabhängigkeit 
ist jedoch nicht mehr vorhanden, falls man n = 4 wählt, wenn also z.B. ein 
quadratisches Punktgitter der Berechnung zugrundegelegt wird (Ro enbach, 
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1953). - In die m Zu ammenhang werde noch eine Bemerkung ang fügt, 
die Mi sverständni en vorbeugen oll: Es sei eine praktische Berechnung von 
gt; aus dem Anomalienfeld mit einer Näh rung formel durchgeführt , deren 
Koeffizienten invariant sind gegenüber Dr hungen des xy- ystems. Trotzdem 
ist da Ergebni im allgemeinen abhängig von ( tarren) Drehungen der n­

Tup I von Punkten Q-i. auf den Kreisen mit den Radien rio Diese Abhängigkeit 
ist jedoch nicht durch die Koeffizienten der Formel bedingt, sondern alleine 
dadurch, dass die Werte g,. (ri) von derartigen Drehungen abhängig sind, wa 
bei den Taylor-Entwicklungen der gll (ri) in den Gliedern höherer Ordnung al 
2M zum Ausdruck kommt (vgl. z.B. Tab. I ). - Hiernach lä st sich nunmehr 
auch eine frühere "ntersuchung (Ro enbach, 1954, . 134/135) über den Ein­
flu s der Orientierung eine quadrati ch n Punktgitters auf das Ergebnis 
einer Berechnung von g; in folgender Wei e beurteilen : Die in Fig. 6 der 
zitierten Arbeit veran chaulichte Abhängigkeit der 2. Ableitung nach Rosen­
bach on der Orientierung des Punktgitter ist bedingt durch die entsprechende 
Abhängigkeit owohl der Formelkoeffizienten als auch der nmmen von 
g-Werten. 

Bei Benutzung eines quadratischen Punktgitter der Maschenweite s ist es 
normalerweise üblich , auch die 8 Punkte zu verwenden, die auf dem Kr i 
mitdem Radiu s l 5 liegen,ihn aber nicht in gleiche Bogen tücke teilen (vergl. 
z.B. Ro enbach, 1954, Fig. 2). Auf die e Anordnung von Punkten bezieht ich 
in Tab. I die letzte palte n* = 8, die sich sofort aus der Addition zweier 

7t 
Spalten n = 4 für die Winkel (J. und ("/.' = - - (J. ergibt. Wie die palte n* = 8 

2 

zeigt, sind die Terme 4. Ordnung nicht invariant gegenüber Drehungen des 
xy- y tems, ob,;vohl die Zahl der Punkte die gleiche i t wie bei n = 

2-4 äherungsform eln .... für die 2 . Abl eitung. 

Nunmehr wenden wir uns der Herleitung von Näherung formeln zur Be­
rechnung von g:; in der Praxi zu. ,1\ ie bereit am chluss von Abschnitt 2.1 

zum Ausdruck gebracht, dient hierzu da Polynom (2) für Il verschiedene 
Radien r,: 

- I P g(ri) ~ gP - - gzz rl + a4 ri" + + a2M Yi2J\1I, i = I, 2, ... , k. (9) 
4 

In die em y tem von k Gleichungen ind die bnken iten al bekannt 
anzusehen, die pät r durch geeignete gll (ri) zu ersetzen ind. Auf den rechten 

eiten ind die Potenzen der ri bekannt , da di e Radien ja willkürlich wählbar 
sind; hingegen ind die Koeffizienten dieser Potenzen nb kannte, 0 auch 
die ge 'uchte 2. AbI itung gt;. Die hier noch a uftr tende Grösse gP kann als 
bekannt oder unbekannt ange ehen werden ; im ersten Falle ind auf der rechten 
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eite des ystem (9) M , im zweit n Fall !vI + 1 nbekannte vorhanden. 
E nt prechend muss für die Lö ba rkeit des y tems Il = M bzw. M + 1 sein ; 
dann ist das ystem auch tets lö bar, da die ennerdeterminante jeweils 
eine Vandermondesche Determinante ist . Ist in den heiden genannten F ällen 
k > M bzw. > M + 1 , 0 liegt eine .. berbe timmung vor und zur Lö ung 
des ystems wird gewöhnlich die Ausgl ichung rechnung benutzt ; hierauf 
wird an spä terer tell in die em Ab chnitt noch eingegangen werden. 

Jachstehend ind die Lö ungen de 'y tems (9) b i bekanntem owie un­
bekanntem gP für M = 1,2 angegeben: 

Fall 1: gP bekannt. 

a) M = 1 = k: 

(10) 

b) M = 2 = Il: 

g:: ~ 4 { ("24 - "1 4)~gP- "24 g ("I) + "14 g ("2)} 
" 1

2 
" 2

2 
("22 - "1

2
) 

(II) 

Falt 2 : gP unbekannt. 

a) M = 1 = IH : 

(12) 

b) M = 2 = Il -l : 

g~ ~ -:(-:,,2,-----,, --=-2)c-:-(r-:2:----'4- ,,- 2::-)-(-,, -,-2--, -2) {("3 4 -"24) g ("I) - ("34 - "14) g ("2) + 
3 2 3- 1 2 - 1 

+ ("24- ,,}4)g("a)} (13) 

Wie bereits au geführt , werden bei einer praktischen Berechnung die g ("i) 
der obigen Formeln nach (4) durch geeignete 

. 1 }~ gnj ("i) = ;:;. g ("i , rp i) 
1 i- I 

erset zt wobei 

ist. Geeignet hei t gemä s Abschnitt 2.3, dass ni genügend gross ist ; also z. B. 
bei M = 2 muss n, ~ 6 ein, während nach Tab. 1 für ni = 4 oderni* = 8 das 
arithmetische Mittel (14) nicht geeignet erscheint. Die Ausgangsrichtung rpo = CP'1f 
ist bei geeigneten gnj (",) beliebig. 

In den Formeln (10) - (14) ist über die Radien "i noch nicht verfügt. Diese 
müssen in gewissen Grenzen den Forderungen der peziellen Aufgabe angepa t 
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werden; d.h . die Radien ri müssen so dimensioniert sein, dass die gravime­
trische V! irkung der zu erfassenden geologischen Struktur hinreichend die 

ummen (14) beeinflu st und so vermöge einer der Formeln (10) - (13) in, gI; 
erkennbar wird. Allerdings dürfen dabei die Radien weder zu klein noch zu 
wenig voneinander verschieden sein; denn sind sie zu klein, so werden die 

ummen in (14) einander praktisch gleich , womit gI; nahezu verschwindet, 
sind sie hingegen zu wenig voneinander verschieden, so werden die Faktoren 
vor den Parenthesen zu gross, womit Fehler in den einzelnen g-Werten zu 
stark in g:; wieder zum Vorschein kommen. - Diese Bemerkungen über die 
Dimensionierung der Radien ri sind nun nicht so zu verstehen, dass hierüber 
in jedem neuen Messgebiet neu zu entscheiden ist ; vielmehr oll damit nur zum 
Ausdruck gebracht werden, dass es normalerweise zweckmässig ist, grössere 
bzw. kleinere Radien zu verwenden, um die gravimetrische Wirkung tiefer 
bzw. höher gelegener Strukturen in g:; zu erkennen . - Hiermit werde diese 
Betrachtung vorer tabgebrochen; es wird darauf in Abschnitt 3. I nochmals 
näher eingegangen, und zwar bei der Diskussion von Gebrauchsformeln, die 
sodann zur Bearbeitung des praktischen Beispiels in Ab chnitt 3.2 verwandt 
werden. 

Über die gegensei tige Lage der Punkte Q (ri' <Pi) , an denen die Anomalien­
werte g(ri, <Pi) für (14) zu entnehmen ind, ist bisher nichts ausgesagt. 1ns­
be ondere brauchen diese Punkte keinem regelmässigen Gitternetz anzuge­
hören; andererseits dürfen sie es aber auch ohne weitere, wenn die damit fe t­
gelegten ni bei vorgegebenem Grad 2M der Näherungspolynome fü r g (ri) die 
Bedingung (8) erfüllen. Bilden die Punkte Q (r1, <Pi) kein regelmässiges Gitter-

k 

netz, so erfordert die Errechnung eines Wertes g:; die Ablesung von }: nj 
j=1 

Anomalienwerten aus dem 1sogammenplan; bilden die Punkte Q (ri' <Pi) 
hingegen ein regelmässiges Gitternetz, 0 erfordert die Errechnung eines 
Wert g:; auch nur die Able ung eines Anomalienwertes, wenn man von den 
zusätzlich benötigten Anomalienwerten in einem gewissen Randstreifen des 
Me sgebietes absieht. Hiermit kann sich für die Prax is ein erheblicher nter­
schied im notwendigen Arbeit aufwand ergeben, je nachdem ein regelmässiges 
Gitternetz benutzt wird oder nicht. J edoch darf man den Gesichtspunkt des 
evtl. erheblich geringeren Aufwande an Ablesearbeit alleine nicht au schlag­
gebend sein las en für die generelle Benutzung eine regelmä igen Gitter­
netzes, wie in Abschnitt 3-4 näher erläutert wird. 

Die bisherigen Ausführungen beziehen sich auf den Fall, dass das Gleichungs­
system (9) eindeutig nach der Cramerschen Regel zu lösen ist. Zu Beginn dieses 
Abschnittes wurde bereits erwähnt, dass im Falle einer Überbestimmung 
gewöhnlich die Ausgleichungsrechnung zur Lösung des ystems benutzt wird. 
So kann das von Elkins in seiner grundlegenden Arbeit über die 2. Ableitung 
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(Elkins, 1951) entwickelte Verfahren zur Berechnung von g:; mit Bezug 
auf das ystem (9) in folgender Weise beschrieben werden: Der Punkt P 
gehöre einem quadratischen Gitternetz der Maschenweite s an. Zur Lösung 
des Gleichungssystems (9) für M = 1 dienen die bekannten Werte gP,gnl (s), 
gnz (s y'z), gn: (s VS) mit n1 = n2 = 4 und n: = 8 (vgl. Tab. 1); das ystem 
i t somit zweifach überbe timmt . - Überbestimmte y terne werden bei teil­
weise modifizierten Zielsetzungen auch z.B. von Linsser (1955a, b) und Brown 
(1956) mit Hilfe der Ausgleichung rechnung oder eng verwandter Methoden 
gelöst. 

Die Benutzung überbestimmter ysteme hat vom mathematischen tand­
punkt aus folgenden inn : Die Berechnung von gI; ist eigentlich eine numeri­
sche Differentiation, die bekanntlich stark empfindlich in bezug auf Fehler 
in d n Ausgangswerten ist. Daher erscheint eine Glättung der Ausgangswerte 
vielfach angebracht. E ine solche Glättung wird aber automatisch erreicht, 
wt·nn ein überbestimmtes Gleichungssystem durch Ausgleichung gelöst wird. 

E ind aber auch die mit Hilfe einfach bestimmter Gleichungssysteme (9) 
rhaltenen äherungsformeln (10) - (13) dazu in der Lage, automatisch 

in ver chiedener tärke zu glätten, wenn nur die Formelparameter entspre­
chend geeignet gewählt sind. Hierauf wird in den Ab chnitten 3.I und 3.2 
näher eingegangen ; die dortigen Ergebni se zeigen, da s es zwecks E rreichung 
einer Glättung keineswegs notwendig ist , zur Herleitung von Gebrauchs­
formeln für die 2. Ableitung überbestimmte Gleichungssy terne zu verwenden. 

In der weiteren nter uchung wird von der Behandlung überbestimmter 
ysteme Abstand genommen. Hierfür ist nicht nur der soeben behandelte 

Ge ichtspunkt der Glättung massgebend, sondern die beiden nach tehend 
angegebenen Gründe sprechen ebenfalls dafür. Der erste Grund ist ein prak­
tischer: Man denke sich (9) bei fe tem M als be timmte b7.w. überbe timmtes 

y tem behandelt , di Anzahl der Radien sei Il bzw. k' ( > k), ausserdem seien 
di n; für i = 1,2, .. . , k in beiden Fällen die gleichen ; dann enthält die Lö ung 
des y tem k bzw. k' ummen (14), d.h. aber, da der Arbeitsaufwand bei 

nwendung der aus dem überbestimmten ystem hergeleiteten Formel für 
gI; grö er ist als bei derj enigen aus dem be timmten System. - Der zweite 
Grund für eine au schliessliche Behandlung b stimmter Gleichungssysteme (9) 
ist theoretischer Natur und liegt ein wenig tiefer : Man denke ich wiederum (9) 
bei festem Mal be timmtes bzw. überbestimmtes ystem behandelt, und zwar 
mit Verwendung von k bzw. k' (> k) Radien ; die jeweiligen n; bzw. nr eien 
geeignet gewählt und bleiben für das weitere fest. Wenn man nun in den all­
gemeinen Ausdrücken für die Lösungen g:; bzw. (g:;) I die grössten Radien r k 

bzw. rk' über alle Grenzen wachsen lässt, während die anderen Radien endlich 
bleiben, zeigen die Lö ungen in den beiden Fällen ein grundsätzlich verschie­
denes Verhalten. Die Lösung des bestimmten ystems geht in die entsprechende 
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für M = M - I und k = k - 1 über ; hingegen werden in der Lösung des 
überbestimmten ys tems für grosses rk' (und festen anderen Radien) sämtliche 
Koeffizienten seh r klein, um im Grenzfall rk' ~CX) zu verschwinden. Das 
bedeutet aber für die Praxis, dass u.U. eine truktur im Bild der 2. Ableitung 
nicht erkannt werden kann, weil der Radiu des äu sersten Kreise zu gross 
gewählt worden i t. \Vie unbefriedigend die Verwendung einer solchen Formel 
sein kann, zeigt die folgende Überlegung: Es sei in einem praktisch unendlich 
ausgedehnten, linearen Regionalan tieg der Bouguer-Anomalien deutlich die 
lokale gravimetrische Wirkung einer Struktur erkennbar. Das Isogammenbild 
werde mit solchen Formeln g:; bz"". (g:;) , bearbei tet, für die rk bzw. rk' so 
gross seien, dass die Anomalienwerte auf den zugehörigen Kreisen von der 
Struktur nicht mehr beeinflu t werden; die anderen Radien ri bzw. rj' mögen 
in der Grössenordnung de gravimetrischen Wirkung bereiches der truktur 
in der Bezugsebene liegen. Dann arbeitet die Formel g:; so, als ob d r Kreis 
mit dem R.adiu rk nicht berücksichtigt wird; sie kann al 0 durchaus die 
Struktur im Bild der 2. Ableitung sichtbar machen. Demgegenüber nützt es 
bei der Formel (g:;)' gar nichts, da s (k' - 1) Kreise im Wirkungsbereich der 
Struktur liegen, al·o auch die gravimetrische ~ irkung der Struktur in die 
Formel eingeht ; alleine der zu grosse Radius rk' bewirkt praktisch ver chwin­
dende Koeffizienten vor den ummen (14), so dass es nicht möglich ist, die 
Struktur im Bild der 2. Ableitung sichtbar zu machen. 

Hiermit möge die weitgehend theoretisch orientierte Betrachtung über die 
Herleitung von Gebrauchsformeln für die 2. Ableitung beendet sein. In den 
nachfolgenden Abschnitten wird nunmehr auf die praktische Anwendung 
solcher Formeln eingegangen. 

3. Die A nwendttng von äherungstormeln t iir die 2. Ableit·ung bei der Be­
arbeitung praktischer M essergebnisse. 

Die im letzten Abschnitt angegebenen Formeln (10) - (13) dürft n bei 
passender Wahl d r Radien ri sowie hinreichend grossen ni in (14) den Erforder­
nissen der Praxis weitgehend genügen. Da es sich hierbei lediglich um Nähe­
rungsformeln handelt, werden verschiedene Formeln mit jeweils ver chied nen 
oder auch gleichen ri' nj bei Anwendung auf das gleiche Anomalienfeld im 
allgemeinen mehr oder minder verschiedene Approximationen des wahren 
gzz-Feldes liefern. Es ist daher notwendig, aus der Mannigfaltigkeit der ver­
fügbaren Formeln eine Auswahl für die praktische Anwendung zu treffen. 
Eine solche Auswahl i t nur möglich auf Grund eines näheren tudiums der 
"Eigenschaften" spezieller Formeln, das in bezug auf einige wesentliche 
Gesichtspunkte in den Abschnitten 3.1 - 3.4 durchgeführt wird. 
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3.1 G e bra uchsform eln für ein rege lmäss ige ec h se ck-Gi tt e r. 

Zunächst oll aus Gründen der Zweckmä igkeit der Di 'ku ion ein regel­
mässiges echseck-Gitter nach Fig. 3 zugrunde liegen. Die Kantenlänge s des 
Gitters wird normalerwei e in der Grös enordnung benachbarter Gra 'imeter-

Fig. 3 : Sechseck-Gitter der Ka ntenlä nge s. Hexagonal grid,-o[ spacin O' s. 

stationen zu wählen ein . - Mit Bezugnahme auf die Krei e A, B, C, D und 
die auf ihnen liegend n Punkte in der Fig. 3 hat eine· äherungsformel für 
die 2. Ableitung die Gestalt 

6 6 6 12 

g~ ~ [( [fP gP + IA L g1 + 18 '2 g~ + IC ~ l i + IV ~ g~J (15) 
i - I i - 1 i - 1 i= l 

dabei ind diejenigen Koeffi zienten I gleich Null, deren zugehörige Kreise 
für die Herleitung einer speziellen Formel nicht benutzt worden sind. Tab. 2 
gibt nun die Koeffizienten J( und! von 12 solcher Formeln an, die sich au 
(10) - (13) rrechnen, wenn dort (14) mit den jeweiligen geometri chen Daten 
r, n aus dem unteren Teil der Tabelle eingesetzt wird. 

Durch die Benutzung eines regelmäs igen ech eck-Gitter ist ichergestellt, 
dass die Anzahlen n der Punkte auf den Kreisen A, B, C im inne der Bemer­
kung an chliessend an (14a) genügend gro s sind, um in den Reihen für g bzw. 
g die Glieder bis M = 2 "sinnvoll" zu erfassen. Diese Aus agegiltauch für die 
12 Punkte auf dem Kreis D, obwohl diese (14a) nicht erfüllen; denn die "un­
regelmässige" Anordnung der 12 Punkte auf D ent teht ja durch , uperposition 
von zwei " regelmässigen" Anordnungen mit je 6 Punkten, wie sie auch bei 
den Krei en A, B, C vorliegen. 
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Tab. 2 Koeffizienten Kund f einiger ä herungsformeln für gf. nach (1 5) sowie geome­
trische Daten über die benutzten Punktanordnungen bei Verwendung des regelmässigen 

Sechseck-Gitters von F ig . 3. 

(Die Formeln ergeben die Näheru ngswerte von g!': in 10-15 cg . wenn die I<antenlänge s in 
km und die Anomalienwerte g in 0 ,01 mgal gemessen werden). 

Berechnet 
aus : 

(10) 

(1I ) 

( r2) 

(13) 

Q) ..c:: .. 
, (.) c: 
ß·C ~ 
ü .... '" [JA 

Formel 
Nr. 

1 
II 

ITI 
IV 
V 

VI 

11 
III 
IX 

I 

I 

L( fP fA 

2/3
s2 1 ++ 661- 0

1 

1/652 

1/9S2 + 48 - 9 
1/18s2 + 90 - 16 
1/18s2 + 42 0 

I1 I 26s2 + 198 0 

1/3S2 0 '+ I 

2/9s2 
01+ I 

1/18s2 0 + 2 

fD fC 

~ 1- ~ 1 
+. 1 0 

0 + I 

- 16 + 9 
0 - 49 

- I 0 
0 - I 

0 0 

X I r/952 0 + 7 1- J5 + 8 
Xl 1/ 18s2 0 + 10 I-l~ 0 

XII 1/54S2 1 o + 22 - 32 
-

Kreis I 
p A B C 

-
Radius: r 0 5 13 s _. 
Anzah l der 

I 
I 6 6 6 

Punkte : n 

fD 

~ I 
0 
0 

0 
+ 8 

0 
0 

- 1 

0 
! I 

+ 5 

D 

1/7 s 

12 

Mittlerer Fehlerder 
äherungsformel 

fü r gu (E = mitt-
le rer Fehler der g-

Werte) 

4,32 E/s2 

1,08 E js2 

5,88 E/s2 
5045 EIs! 
3, 42 E /s2 
1,85 E/s2 

J ,15 E/s2 
0,77 E/s2 
0,30 E/s2 

5,00 E/s2 
2,13 E/s2 

1,79 E/s2 

Wie die Tab. 2 zeigt, nehmen die Koeffizienten in den einzelnen Formeln 
recht unter chiedliche Werte an. Hierau folgt ine unter chiedlicl1e Fort­
pflanzung von Fehlern der Anomalienwerte g in die jeweiligen äherungswerte 
g:;. Die letzte palte der Tabelle gibt den mittleren Fehler (standard devia­
tion) der Näherungswerte von g:; an unter der Vorau etzung, dass E = const 
der mittlere Fehler ein jeden Anomalienwertes g i t ; d h. ein Wert in der 
letzten Tabellenspalte gibt den mittleren Fehler der entsprechenden r chten 

eite von (15) auf Grund de Fehlerfortpflanzungsgesetzes an. 
Der mittlere F hl r i t nun für die Anwendung der Formeln in zweifacher 

Hinsicht von Bedeutung: 
I ) einer atur nach ist der mittlere Fehler ein Ma für die treuung der 

näherungsweise errechneten Werte gzr, d.h . für die treuung der rechten eite 
einer äherungsformel (15) für gzz, bedingt durch die treuung E der g-Werte. 
- Erfahrungsgemäss besi tzen in der prakti ehen Anwendung Formeln mit 
kleinerem (grös erem) mittler n Fehlereine Tendenz zu stärkerer (schwächerer) 
Glättung der Ergebnisse (vgl. hierzu auch Abschn. 2-4). Haben also ober-
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flächeunahe Dichte törungen durch unvollkommene Erfassung der Dichte bei 
der Reduktion der chwerewerte einen fehlerhaften Einfluss auf die Anomalien, 
so besteht nur bei Anwendung von Formeln mit kleinerem mittl eren Fehler 
begründete Aussicht, die gravimetrische Wirkung geologischer trukturen im 
Bild der 2 . Ableitung erkennen zu können. 

2) Der mittlere Fehler gestattet bis zu einem gewissen Grade eine Aus­
sage über die "Fähigkeit" einer Formel, die gravimetrische Wirkung ver­
schiedener Bauelemente in der Erdkruste ,wiederzugeben: m grossräumige, 
tiefer gelegene bzw. kleinräumige, höher gelegene Strukturen in den errech­
neten äherungswerten von gzz sichtbar machen zu können, empfiehlt ich die 
Anwendung von Formeln mit kleinerem bzw. grö serem mittleren Fehler. 
Da ergibt sich sofort bei Betrachtung der Tab. 2. Dort sind innerhalb der 
4 Formelgruppen, die sich von (10) - (13) herleiten, die einzelnen Formeln im 

inne abnehmender mittleren Fehler angeordnet. Wie ein Blick auf die geo­
metrischen Daten im unteren Teil der Tabelle lehrt, ist diese Abnahme gleich­
zeitig verbunden mit einer Vergrö serung der Ausdehnung der jeweiligen 
Punktkonfiguration, die der betreffenden Formel zugrunde liegt . Anderer eits 
besitzen grossräumige, tiefer gelegene trukturen einen grösseren Wirkung -
bereich in der Bezugsebene als kleinräumige, höher gelegene. Es i t daher 
durchaus plausibel, das sich zur Erfassung einer truktur mit grö serem 
(kleinerem) Wirkungsbereich solche Formeln empfehlen, deren zugrunde 
liegende Punktkonfiguration ein grösseres (kleineres) Flächenstück bedecken, 
deren mittlere Fehler also kleiner (grösser) sind . 

Kommt allerdings in einem Messgebiet zur gravimetrischen Wirkung 
kleinräumiger, höher gelegener trukturen noch diejenige oberflächennaher 
Dichtestörungen hinzu, so wird es vielfach schwer oder sogar unmöglich sein, 
einen Kompromiss zwischen den entsprechenden Forderungen nach 1) und 2) 
zu finden . 

H iermit werde die Diskus ion der Näherungsformeln für gzz vorerst ab­
gebrochen. ie wird in Abschnitt 3.3 fortgeführt, nachdem im folgenden Ab­
schnitt 3.2 die Ergebnisse der Anwendung einiger Formeln auf ein praktische 
Beispiel besprochen worden sind. 

3.2 Ein B e ispi e l: Da Los An ge l es Basin. 

Für die prakti che Anwendung von Näherung formeln zur Berechnung 
von gu erscheint es wünschenswert , da s die benötigten Anomalienwerte 
ohne chwierigkeiten aus dem Isogammenplan entnommen werden können. 
Es i t dazu allerdings erforderlich, die Isogammen recht sorgfältig und hin­
reichend eng zu zeichnen. Vielfach kann man bei Verwendung des üblichen 
lVIassstabes 1 : 25°00 die Isogammen im Abstand von 0,2 mgal kartieren, um 
dann die Anomalienwerte zur Berechnung von gzz auf 0,02 mgal interpola-
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tori ch zu schätzen. Naturgemäss bedeuten die Kartierung der Isogammen 
au den Mes werten eines tation netzes sowie die anschlies ende Interpola­
tion ber its eine gewi e Glättung de Anomalienfeldes, clie für die prakti che 
Auswertung durchaus erwünscht ist. 

-, 

- / 

./ 

·2 

.J 

0 
., 

• .0" 

.$ 

. . . .. " 
Lh---,---r--, ~~~~~~';~ ., 

• Gravim.'.rs'a,ion 
n.. mit Bougu('r - Anomal,. in mgal 

Fig. 4 : Los Angeles Basin, California, Bouguer-Anomalien 
(mit freundlicher Genehmigung der Gulf Researcll and Development Company, 

Pittsburgh, PA., SA) 

Los Angeles Basin, California, Bouguer-anomalies 
(Courtesy of GuU Research and Development Company, Pittsburgh, PA., SA) 
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Im folgenden '011 nun die Bearbeitung eine Me sgebietes vorgelegt ""erden, 
in dem der regionale clnver anstieg so stark ist, dass bei Kartierung im 
Ma 'sstab I : 25000 die I ogammen nur von 0,5 mgal zu 0,5 mgal gezeichnet 
werden können, d .h. die Anomalienwerte für die Berechnung von gzz nur auf 
0,05 mgal zu schätzen sind. Es handelt sich hierbei um da Los Angele Ba in, 
eines der von Elkins (J951) publizierten Anwendung beispiele. In Fig. 4 1) ist 
der Isogammenplan dargestellt, der aus den ingetragenen Me swerten ge­
zeichnet ist, und zwar mit möglich t geringer "Generalisierung" des I ogam­
menverlaufs, die stellenweise wohl durchaus vertretbar gewesen wäre. Es 
oll te damit bewusst eine zu tarke Glättung des Anomalienfeldes vermieden 

werden, um nicht willkürlich die g-Werte für die· Errechnung von gzz günstig 
zu beeinflussen. - Elkin legte seiner Berechnung von gn ein quadratisches 
Gitter der Kantenlänge s = 1/2 Meile zugrunde, dessen Koordinaten x, y 
am oberen und rechten Rand der Fig. 4 markiert ind. Um nun einige der im 
vorigen Abschnitt angegebenen Formeln zu prüfen, wurde das Messgebiet 
mit dem regelmäs igen ech eck-Gitter der Kantenlänge s = 1/2 Meile über­
deckt, das in der Figur eingezeichnet ist; die Fe tlegung dieser Gitterpunkte 
erfolgt mit Hilfe der am unteren und linken Rand der Fig. 4 angegebenen 
Koordina ten x*, y* in d r W ise, dass beide entweder geradzahlig oder un­
geradzahlig ein müssen. Da echseck-Gitter ist so orientiert, das seine 
Punkte y* = 0 ; x* = 0,2,4, . . . mit den Punkten y = 0; x = 0, 1,2, ... des 
quadratischen Gitters zusammenfallen . 

Die Anomalienwerte g in den Punkten des echseck-Gitter, interpoliert 
a u den Isogammen, sind in Tab. 3 zusammenge teilt . Die e Werte bilden die 
Grundlage der Berechnung von gzz bei Verwendung der Formeln VIII, VI, III 
a us Tab. 2; die entsprechenden Ergebnisse sind in den Fig. 5-7 darge teilt. 

Die Isanomalen von gzz haben in den drei Fällen keineswegs das gleiche 
Aussehen. Fig. 5 zeigt ein ruhiges, au geglich ne Bild, das sich nur wenig 
von demj enigen in der grundlegenden Arbeit von Elkins (1951, . 47) unter­
scheidet. In Fig. 6 ist die treichrichtung W - E der I anomalen noch 
deutlich vorherrschend, ihr Verlauf allerding bereits ein wenig unruhiger. 
Hingegen ist in Fig. 7 die gravimetrische Wirkung von W - E streichenden 

trukturen praktisch nicht mehr zu erkennen. 
Vergleichtmandie eBildermitderbekannten Lage derölführenden trukturen 

(Elkins, 1951, _. 46/47), so wird man zweifelsohne Fig. 5 den Vorzug geben, 
Fig. 6 allenfalls noch gelten lassen, Fig. 7 aber als unbrauchbar erklären. Ein 
generelle Urteil über die Brauchbarkeit der Formeln , mit deren Hilfe die drei 
Bilder berechnet ind, ist jedoch damit noch nicht gefällt , vielmehr muss 

1) Die Veröffentlichung der Fig. 4. der daraus erha ltenen Fig. 5-8 sowie der zugehörigen 
Diskussionen im Text geschieht mit freundlicher Genehmigung der Gulf Re earch and 
Development Company. Pittsburgh. P . A. 
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Tab, 3 : Bouguer-Anomalien (multipliziert mit 100) in den Punkten x·, y. des Sechseck­
Gitters, interpoliert aus den Isogammen der Fig, 4, 

+ 8 220 085 ~5 200 420 655 865 1040 ( 
+ 7 370 235 080 ~90 270 520 730 890 g 
+ 6 650 520 375 230 060 III5 380 580 ) ~ 
+ 5 790 645 515 370 205 010 r 15 400 <' 
+ 4 II50 960 790 670 505 360 165 I 020 

'---------'---1 + 3 1320 1125 960 815 670 530 370 19° 
+ 2 17 15 1500 1315 1140 980 850 735 
+ 1 1930 1720 1525 1350 1190 1065 95° 810 

° 2330 2135 1920 1720 1550 1375 1265 1145 
- 1 2520 2325 2115 1925 1750 1580 1450 1350 
- 2 2890 2715 2525 2325 2150 1955 1795 1660 
- 3 3085 2930 2740 2565 2380 2180 2005 1845 
- 4 3360 3265 3120 2930 2760 2575 2390 2185 
- 5 3420 3285 3125 2950 2775 2580 2375 
- 6 3625 3570 3470 3330 3165 2990 27 ° 
- 7 3635 35 15 3360 3180 2980 

"0 
o 
~ . 
Z. 
<: 

- 8 3685 3535 3325 
y.~~--------------------------------~~~--~~--~~~--~----
/' x· ° 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

+ 8 117° 1310 144° 154° 1620 1670 174° 

I + 7 1°35 1165 1285 1380 145° 1510 157° 
+ 6 73° 860 97° 1°7° Il9° 127° 133° 1390 
+ 5 55° 67° 775 880 980 1060 TI35 ;:l 

(D 

+ 4 19° 34° 43° 520 645 75° 850 94° ()q 

\ 

'" + 3 °3° 1<>95 210 33° 44° 560 665 .... 
<' 

+ 2 420 255 135 °°5 1155 265 385 490 
+ 1 635 480 34° 200 °5° ~ 21 5 

° 9 ° 835 680 51 5 360 23° °75 1050 
-I 1215 1060 885 710 560 390 24° 
-2 153° 14°5 1290 1°5° 920 75° 55° 435 
- 3 1710 1585 1495 1275 1120 93° 75° "0 

- 4 2020 18 ° 1760 1665 15°0 13°0 1°9° 93° 0 
V> 

- 5 2210 2065 193° 1805 167° 14 ° 1310 ) ;:;. 
<' -6 2580 24°5 2245 2JI5 197° 1820 165° 1520 , 

- 7 2775 2585 2425 2280 21 35 197° 1820 
-8 314° 2960 2800 2630 247° 2285 213° 201 5 I 

Y/x· 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 .26 27 28 29 3° 

man in dieser Hinsicht noch folgende Tatsachen betrachten: Die drei Formeln 
VIII, VI, III weisen nach der letzten Spalte von Tab. 2 wesentlich unterschied­
liche Werte im mittleren Fehler auf. Das bedeutet aber auf Grund der dies­
bezüglichen Ausführungen in Abschnitt 3.T, da s Formel VIII die gravi­
metrische Wirkung der grossräumigen trukturen gut erfassen kann und dass 
überdies noch ihre Ergebnisse durch die treuung der g-Werte wenig beeinflusst 
werden. Andererseits gilt für Formel III die entgegengesetzte Aussage. In 
den von ihr gelieferten I anomalen der Fig. 7 kommen daher vorwiegend die 
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Fig. 5 : Los Angeles Basin. g .. nach Formel VIII 

Los Angeles Basin. g .. according to formu la VIII 

gravimetri chen Wirkungen höher gelegener Bauelemente der Kru te owie 
F ehler in den g-Werten zur Abbildung. Rührt nun die nruhe in Fig. 7 a lJeine 
von I<ehlern in den g-Werten her ? Diese F rage lässt sich mit Hilfe von Fig. 
verneinend beantworten . Aus den beiden Kurven ergibt sich klar. dass inner­
halb des grossräumigen Verlaufs der Anomalien im Bereich 3 ~ x ~ 5. -4 ~ 
y ~ -2 eine zusätzliche gravimetrische Wirkung der Grössenordnung I mgal 
erkennbar ist , die wegen ihrer geringen Erstreckung nicht von jenen Ba u­
elementen der E rdkruste herrührt, die da ruhige Bild in Fig. 5 hervorrufen . 
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Diese zusätzliche lokale Anomalie ist der Anlas für die starke Bewegung in 
den Werten von gzz im ent prechenden Bereich der Fig. '1. Ähnliche, nicht so 
krasse Verhältnisse herrschen in der Umgebung des Punktes x* = 16, y* = 0 

der gleichen Figur. ind also neben der erdölgeologisch interessierenden, 

• 1 

- 1 

- 2 

-3 

- 4 

- 5 

l- I, -x" 

o 
-21 

5 6 7 8 9 10 12 16 

o 
-/7 

18 20 22 24 26 

1 Meile Intervall-Linien von g" =.-=-~_-.:.:.== '~~ l. 10-
15 

cgs 

F ig. 6 : Los Angelcs Basill, grz nach Formel VI 

Los Angeles Basin , g" accord ing to formula VI 

grossräumigen gravimetrischen '" irkung noch kleinräumige von genügender 
Intensität vorhanden, so darf man sich nicht wundern, wenn die Ergebnisse 
einer Formel mit grossem mittleren Fehler von letzteren stark beeinflusst 
werden. Vielmehr sollte man es nicht als selbstverständlich ansehen, dass eine 
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Formel mit kleinem mittleren Fehler, wie z.B. Formel \ II!, eine lokale Ano­
malie vom Au ~a s derj enigen im Gebiet 3 ~ x ~ 5, -4 ~ y ~ -2 (vgl. Fig. 4 
und ) durch Glättung in ihrer Wirkung "un ichtbar" macht. - Nach diesen 
. berl egungen lä st sich in bezug auf ein rteil über die Brauchbarkeit d r 

0 . ., 
0 

.15 

>~ 
0 

· 22 

0 ·23 .~ 

I \ 
I \ 
'-56 '6} 
\, / 

·i 'JsI 

0 0 
.~ • lI) 

- ----- /00 ·15 Interva'-Linien von 9n _______ 50 . KJ cgs 

Fig. 7: Los Angeles Basin. g .. nach Formel III 
(Formel IV liefert praktisch das gleiche Bild) 

Los Angeles Basin, g .. according to formula III 
(formula IV yields practically the same picture) 

v rschiedenen Formeln zusammenfas end folgendes sagen: Im Falle des Los 
Angeles Basin interessieren die grossräumigen trukturen, die in Fig. 5 beson­
ders günstig erkennbar sind. Es interessieren nicht die kleinräumigen, lokalen 
Geophysical Prospecting. V 
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gravimetrischen Wirkungen, die erfreulicherweise bei Anwendung von 
Formel VIII praktisch nicht hervortreten. J edoch verbietet das Vorhandens in 
dieser kleinräumigen, gravimetrisch wirk amen Ba uelemente di Anwendung 
von }ormel III . Wäre hingegen da Ziel der gravimetrischen ntersuchung 
nicht die Erkennung der gro sräumigen Bauelemente, sondern der kleinräumi-

., . J ., ·5 .. ., -
" 
.. 

" 
.. 

" 

o 

Q 

" . J .. 

/ 

Fig. Bouguer-Anomalien auf zwei Profi len entlang x = 4 
und y = -3 au dem Isogammcnplan der F ig. 4 

Bouguer anomalie a long two profiles (x = 4 and y = -3). 
clrawn from the isogram map of fig. 4. 

gen von der Grö enordnung desjenigen im Gebiet 3 ~ x ~ 5, -4 ~ Y ~ -2, 

o wäre Formel VIII für cliesen Zweck ab olut ungeeignet, möglicherweise 
auch noch Formel III . Vorau sich tlich würde ein Versuch mit einer der For­
meln III , IV oder VI zufrieden teilend verlaufen, wenn die Kantenlänge s des 
Gitters geeignet kleiner gewählt wird ; das setzt allerdings eine engere Vermes­
sung des fraglichen Gebiets und einer Umgebung sowie eine genauere Arbeits­
weise bei der Interpolation voraus. 
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Hiermit werde die Di ku ion über die Bearbeitung des Anomalienfeldes 
im Los Angeles Basin beendet ; die Ergebnisse derselben sind jedoch noch 
wesentlich für die im nächsten Abschnitt zu behandelnde Frage nach der Ver­
gleichbarkeit verschiedener äherungsformeln für die zweite Ableitung. 

3.3 Über di e V ergl e ichbark e it verschi d e n e r 
m ein für di e zw ei t e A bl e i tung. 

äherungsfor-

N ach den allgemeinen Entwicklungen im Abschnitt 2-4 existiert eine un­
übersehbare 1annigfaltigkeit von äherungsformeln zur Berechnung der 
zweiten Ableitung. Für die Zwecke der Praxi allerding genügen einige wenige, 
die man sich auf Grund ihrer speziellen " Eigen chaften" au wählen mu s. 
Die Au wahl kann erheblich erleichtert werden, wenn man wei s, nach welchen 
Ge icht punkten verschiedene Formeln miteinander zu vergleichen sind. - Ein 
anschauliches Beispiel iner solchen Auswahl bilden die Fig. 5-7. Obwohl die 
dort benutzten Formeln VIII, VI und III formal äherungsausdrücke für 
die gleiche Grös 'e gzz dar teIlen, sind ihre Ergebni e zum Teil extrem ver-
chied n. Die Gründe hierfür sind im vorigen Abschnitt darg legt ; sie zeigen, 

da eine absolute Bewertung von äherung formeln für die zweite Ableitung 
gar nicht möglich ist, sondern das e darauf ankommt, welcher T) pu einer 
gravimetri chen Wirkung erkannt werd n oll. Da bedeutet gleichzeitig, 
da die Frage nach der Existenz einer univer al verwendbaren Formel, die 
allen prakti chen Erforderni sen gerecht werden kann, verneint werden mu . 

In Abschnitt 3.2 wurde zur Erklärung der unterschiedlichen Bilder das 
Unterscheidungsmerkmal des mittleren Fehlers der benutzten Formeln her­
angezogen. Hiernach wie aus weiteren Erfahrungen lä st sich allgemein folgen­
des sagen: Liegt s in der Grö senordnung von I km, 0 sind Formeln mit einem 
mittleren Fehler von 0,5 - I x E/S2 zur Lokali ierung grossräumiger, tiefer 
liegender trukturen besonder geeignet , wohingegen solche mit einem mitt­
leren F ehler über ca. 4 E/S2 zur Erkennung kleinräumiger, höher liegender 

trukturen brauchbar . ind. 
Formeln mit gleichem mittleren Fehler liefern jedoch nicht völlig gleich­

artige Ergebnisse. Vielmehr spielt dabei noch eine gewisse Rolle, in welchem 
:vIa e die Koeffizienten einer Formel abnehmen, wenn sie wie in (15) im inne 
wach ender rj angeordnet werden. Es wird offenbar durch die Abnahmerate 
der Koeffizienten das " Einflussgebiet " des Anomalienfelde auf den Näherungs­
wert von gzz reguli rt. 

Auf den folgenden Punkt mu noch besonders hingewiesen werden : E 
empfiehlt sich nicht, Formeln ohne gP mit grosse'm mittleren Fehler, z,B, Formel 
X in Tab. 2 , in der Praxi zur Lokalisierung kleinräumiger trukturen zu 
benutzen, Das Fehlen von gP wirkt sich im allgemeinen ungünstig auf die 
Deutbarkeit des gzz-Bildes aus, Es ist also nicht rat am, solche Formeln zu 
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einem Vergleich mit anderen heranzuziehen, deren mittlerer Fehler in der 
gleichen Grössenordnung liegt. 

Zum Abschluss dieses Abschnitts werde noch auf den früheren Versuch eines 
Vergleichs von Formeln für die 2. Ableitung eingegangen, der im Rahmen der 
Diskus ion zu einer Arbeit des Verfassers (Rosenbach, 1953, . 907-9I2) an­
ge teilt wurde. Die Vergleichsergebnis e der Fig. A (S. 908) einerseits und der 
Fig. B ( . 9IO/9II) andererseits schienen diametral entgegengesetzt zu sein . 
Im Lichte der vorstehenden Betrachtungen muss man jedoch sagen, dass die 
Ergebnisse in den beiden Vergleichsfällen gar nicht anders sein konnten : Es 
haben nämlich die bei den miteinander verglichenen Formeln mittlere Fehler, 
die sich wie I : 5 verhalten. Zum Zwecke des Vergleichs wurden sie im Falle 
der Fig. A auf ein Anomalienfeld angewandt, in dem au ser dem Regional­
anstieg nicht nur die gravimetrische Wirkung der interessierenden gro sräu­
migen truktur, sondern auch diejenige kleinräumiger Bauelemente vorhanden 
war; im Falle der Fig. B hingegen erfolgte eine Anwendung bei der Formeln 
auf ein Anomalienfeld, aus dem die gravimetrische Wirkung einer kleinräumi­
gen Struktur erkannt werden sollte. - Hiernach liegt es also in der Tatur der 
Sache, dass die bei den Vergleich ergebnis e als einander entgegengesetzte 
Aussagen erscheinen. 

3-4 Einige Hinw e ise zur routinemässigen B ea rb e itun g prak­
ti sc h e r Messe r ge bni sse. 

Den Näherungsformeln für gzz , die in den Abschnitten 3.I und 3.2 di kutiert 
wurden, lag ein regelmässiges echseck-Gitter zugrunde. Die Verwendung 
eines solchen hat in der Praxis den Vorteil geringer Ablesearbeit, wie bereits 
in Abschn. 2-4 zum Ausdruck gebracht wurde. Ein weiterer Vorteil ist nunmehr 
dadurch gegeben, dass mit wenig zu ätzlichem Arbeitsaufwand ver chiedene 
Formeln aus Tab. 2 angewandt werden können, sobald die ummen aus (I5) 
berechnet vorliegen. Auf diese Weise liesse sich in manchen Fällen ein Gewinn 
für die Interpretation der Mes ergebnisse rzielen, wenn geologische Bauele­
mente verschiedener räumlicher Erstreckung zu erwarten sind . 

Auf Grund der theoretischen . berlegungen in Abschn. 2.3 i t die Verwen­
dung eines regelmässigen ech eckgitter nur bei solchen Formeln inn voll, 
für deren Herleitung die entsprechenden Polynome von der 4. Ordnung ind. 
Damit wird aber auch den Erfordernissen der Praxis normalerwei e genügt 
werden können. - ach den Ausführungen in 2.3 besitzen derartige Formeln 
"drehungsinvariante" Koeffizienten ; die damit errechneten Werte von gzz 
sind aber trotzdem abhängig von starren Drehungen der zugrunde liegenden 
Punktkonfiguration, was eine Folge der entsprechenden Abhängigkeit der 
g" (ri) ist . Will man diese Abhängigkeit des Ergebnisses von der Orientierung 
der Punktkonfiguration praktisch bedeutungslos machen, so kann das durch 
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eine Erhöhung der Punktezahl pro Krei erreicht werden. Dann ist jedoch 
nicht mehr die Verwendung eines regelmässigen Gitternetze möglich, so dass 
also der Arbeit aufwa nd erheblich grösser wird. 

Der Autor dankt H errn Dr. Leo J. Peter von der Gulf 1<<:'5 arch and Devel­
opment Company, Pitt burgh, P .A., U . . A. , verbindlichst für die F reigabe 
de [a t erials aus dem Los Angeles Basin . - Eben 0 dankt er der Fa. PRAKLA, 
Gesell schaft für praktische Lager tättenforschung G.m.b.H. , Hannover, 
für die gewährte F örderung zur Durchführung der Untersuchung. 
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Dr CUSSIO 

V. Baranov (written discus ion) : 

Le calcul de la seconde derivee verticale e t un probleme tres simple et deja. 
resolu. Cependant , la mise au point de Dr Rosenbach montre qu e certa in 
details continuent a presenter un interet et meritent a ttention. J e saisis done 
cette occasion pour formuler quelques observations. 

Dans le § 2.3. Dr. Rosenbach utilise le developpement le g en une double 
serie de Taylor au voisinage de l'origine P, pour representer la valeur de g au 
point A (fig. 2) qui peut e trouver as ez loin de P, par exemple, a une dizaine 
de kms. On peut se demander si un tel procede est legitime. E n effet , le champ g 
est theoriquement analy tique. Tais pra tiquement cette fonction ne doit pas 
etre consideree comme analy tiqu. ne anomalie, meme intense, mais loca lisee 
dans la region du point A , ne se fait que faiblement sentir au point P . on 
action a l'origine sera alors interieure au.x erreurs experimentales. Par conse­
quent , iJ semble douteux qu 'on puisse represen ter l'anomalie au point A en 
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partant de l'origine. 11 existe pourtant un methode beaucoup plu simple, 
d 'ailleurs bien connue, pour cval uer l'erreur qu'on commet en remplaeyant 
l'integrale par une omme. J e la rappelle ici brievement. 

La fonction g(r, cp) e t periodique sur le cercle de rayon constant; elle peut 
donc etre developpee en une erie de Fourier 

g (r, cp) = A o + ~ Ak cos kcp + }: Bk sin IlCP 

d'ou 

g (r) = .1 f g (r,cp ) dcp = AI.' 
27t 

Prenons les angle CPv en progre sion arithmetique oe + 2~V 
et fai on la somme 

g (r, CPv) = Ao + }: Ak ~ cos k CfJv + ~ Bk ~ in IlCPv 

Le calcul des omme trigonometriques qui interviennent dan cette ex­
pression e t trcs simple. On obtient le re ultat suivant : 

g (r) = g (r) -AN co N oc - A 2N co 2 oe _ ... . 

-BN in OC - B 2N in 2~oe- . . . 

On voit donc qu 'en remplaeyant g (r) par g (r) on neglige l'harmonique d'ordre 
, - nombre de poi nt de subdivision . L 'amplitude de cet harmonique e t 

l /(A~ + Bi~) · Elle est independante de l'angle, c'e t-a-dire de l'orienta tion de 

axe Oxy. 
Il n'est d'ailleur nullement indi pen able de remplacer de cette faeyon 

l'integrale par une omme. En effet , une foi le champ echantillonne a l'aide 
d 'une grille quelconque, on peut tracer n 'importe quelles droites et n'importe 
quels cercles passant ou ne pa sant pa par le points canonique de la grille et 
calculer les integrale et les derivees avec une precision qui ne era limitee que 
par le pa de la grille et par les erreurs experimentales. Dan le § 2-4- Dr. 
Rosenbach a etabli une douzaine de formules et a calcule l'erreur moyenne 
dont la valeur figure dans le tableau 2. Il est bien evident que c valeur ne 
sauraient caracteri ·er la precision . Prenon , par ex mple la formule VII. Elle com­
porte 12 terme et le coefficient de chaque terme e t 1/3. Pour calculer l'erreur 
moyenne, on extrait la racine carree de la omme de carres des coefficient c qui 
donne 1,15. uppo on maintenant qu'au lieu de prendre seulement six point sur 
chacun de deux cercle A t B, nou prenions un grand nombre T points. 
La formule devient: 

" ° n= 
2 N 2 N 

- I: g.(A)- - L g(B) 
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Elle comporte 2N termes et les coefficient' ont 2/N. L'erreur moyenne 
devient ,/8/N. Elle tend donc vers zero lorsque. augmente. Ceci est evidem­
ment inexact. 

Cette question de la precision du calcul de la seconde d6rivee n 'a pratique­
ment aucune importance. En effet, ce que nous cherchons, c'est a supprimer 
l'anomalie regionale et a accentuer les anomalies residuelles, tout en evitant 
dan la mesure du po sible d 'exagerer l'influence des erreurs experimentales. 
Une formule pratique st toujours un compromis entre ces tendance contra­
clictoires. L. J. Peters t T. A. Elkin ont tre bien souligne ce fait dans 
leur di scus ion avec Dr Rosenbach en 1953. 

O. Rosenbach (reply): 

Die Diskussion von Herrn Dr. Baranov ist sehr in teressant, allerdings berührt 
sie nur wenig den eigentlichen Inhalt der Arbeit. 

Die Verwendung eines Taylor-Polynoms als analytische. Bildungsgesetz 
von g bedeutet eine Extrapolation, clie naturgemäss um so schlechter wird, 
je grösser r = PA, zumal wenn bei A noch eine lokale Anomalie vorhanden 
sein oll . Da die hierzu gehörigen Überlegungen in den § S 2.2 und 2.3 g'l (r) 
betr ffen, ist die Berechtigung die es Ansatzes in gleicher Weise gegeben wie 
de jenigen für g (r) in (2), der ich mit ein wenig modifizierter Herleitung 
bereit bei Elkins findet. Im übrigen ist es für d ie formalen Entwicklungen 
der § § 2.3 und 2-4 nicht wesentlich, ob sich eine lokale Anomalie in A von P aus 
in der angegebenen Weise gena u darstellen lä st, denn das Ziel i t ja nicht eine 
möglich t gute Dar tellung der "wahren" 2. Ableitung, die als Hilf mittel bei 
der gravimetrischen Interpretation wohl keinen allzu gro sen Dienst leisten 
würde. Vielmehr kommt es darauf an, brauchbare äherungsformeln für die 
verschiedenartigen Aufgaben der Praxis zu ermitteln , wa mit Hilfe des ge­
wählten Ansatzes erreicht werden kann, wie Abschnitt 3 die er Arbeit und 
weitere Ergebnisse zeigen . 

Die von Herrn Dr. Baranov angegebene Methode zur Berechnung des 
Fehlers, den man bei der Ersetzung des Integrals durch eine. umme begeht, 
hat keine Beziehung zu den von mir angestellten Überlegungen, da ich auf 
diesen Fehler gar nicht eingegangen bin . Insbesondere hat die Una bhängigkeit 
der Amplitude der Harmonischen von der Ordnung nichts mit der von mir 
diskutierten Drehungsin varianz der Koeffizienten in dem Näherungspolynom 
für g,I(r) zu tun. 

Weiterhin ist die Bean tandung hinfällig, da s der angegebene mittlere 
Fehler 1/8/N mit wachsendem N gegen ull geht . In der von Herrn Dr. Baranov 
angegebenen Formel darf nämlich zwischen gzz und der rechten eite nicht 
das Zeichen = stehen, sondern dort muss das Zeichen ~ verwendet werden . 

tmmehr gibt der mittlere Fehler im in ne der Statistik den Einfluss der Fehler 
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der g-Werte auf die rechte eite an ; er wird auch " Funktionsfehler" genannt. 
Hieraus folgt , dass mit wachsendem N die rechte eite gegen einen Ausdruck 
strebt, der aus dem vorliegenden dadurch ent teht, das man glV(A) bzw. 
gN(B) durch g (A) bzw. g (B) ersetzt ; dabei muss zwangsläufig der mittlere 
Fehler der rechten Formelseite mit wachsendem gegen Null gehen. - Damit 
ist anderer eits noch gar nichts über die Approximation des wahren Wertes 
von g:.z durch die rechte eite der Formel ausgesagt. 

Hiernach trifft offensichtlich auch nicht die von Herrn Dr. Baranov ver­
tretene Meinung zu, dass die Arbeit die Frage nach der Genauigkeit der Berech­
nung der 2. Ableitung zum Gegenstand hat . Vielmehr verfolgen die Ausfüh­
rungen in Abschnitt 3 gerade das Ziel, den mittleren Fehler einer Formel als 
gewisses quantitatives Charakteristikum heranzuziehen, und zwar in dem 
Sinne, ob die Formel evtl. den erwünschten Kompromiss zwischen den .von 
Herrn Dr. Baranov treffend benannten gegenläufigen Tendenzen bei der 
praktischen Bearbeitung herbeiführen kann . Im übrigen erfolgten die e Über­
legungen gerade mit HinbUck auf die Diskus ionsbemerkung der Herren 
Dr. L. J. Peters und T . A. Elkins. 
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