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EI LEITU G 

Ideale Filteroperatoren la en ich ehr an chaulich im Frequenzbereich be chrei­
ben. Mit Hilfe der in er en zweidimen ionalen Fouriertran formation erhält man den 
entsprechenden Filteroperator im Zeitbereich. Da man im Frequenzbereich eine fre­
quenzbandbe chränkte Ver ion vorgibt (wir haben 2 yqui tfrequenzen fl, y und 
f2, y) i t der ideale Operator im Zeitbereich jeweil zwei eitig unendlich lang und da­
her alIdealoperator nicht reali ierbar. Für eine reine MA-Reali ierung (MA = Mo ing 
Average) muß er daher abge chnitten werden. Die e Be chränkung kann zu er­
heblichen Abweichungen von dem ur prünglich vorgegebenen Frequenzverhalten 
führen. Die e Fehlermöglichkeit kann aber vermieden werden durch den Ein atz von 
zweidimen ionalen Rekur i filterapproximationen. 

THEORIE 

Für den eindimen ionalen Fall liegt ein ent prechender ehr lei tungsfähiger Appro­
ximation algorithmu vor (Mar chall 197 19 0 a, b). 

Im folgenden wird die er Algorithmu auf zweidimen ionale Probleme erweitert 
(Marschall 19 0 b, c). 

Wir gehen davon au daß der vorgegebene ideale Filteroperator D(Z!, Z2) bereits 
im Zeitbereich vorliegt und benutzen die zweidimen ionale Z-Tran formation zu ei­
ner Dar tellung: 

co co 

(1) D (Z I Z2) = L L d j,jZ l Z~ 
i =-co j= -co 

Die er Operator wird nun durch den Filteroperator F(Z!> Z2) unter Benutzung der 
LrNorm approximiert. Dabei hat F(Z! Z2) folgende Form 

co co 

(2) L L fj ,j Z~ Z~ 
j =-co j= -co 

d. h. die Approximation wird durchgeführt indem man da ennerproblem al epa­
rierbaren Minimum Delay Operator defmiert, der al Ge amtoperator die ullpha en­
eigen chaft aufweist. Dabei ist 

Mb- 1 b - 1 

(3) Bo (ZI Z2) = Bh! ) (Z1) Bh2) (Z2) = L bP ) zt · L bj2) Z~ 
j = O j = O 

*) PRAKLA- EI MO G mbH , Hannover 87 



Die er An atz hat den Vorteil , daß keinerlei Stabilität probleme auftreten können. 
I t nun der vorgegebene Idealoperator eparierbar, 0 muß auch der ermittelte 
pproximation operator eparierbar ein. Für die en Fall gilt dann 

(4) 
Ma 

A(Zl , Z2)= L t. a i,j Z~Z~=A(Z I) ·A (Z 2 ) 
i= - M a j= - a 

Ist jedoch der vorgegebene Idealoperator nicht eparierbar, dann ist der Zähler de 
Approximation operator ebenfall nicht eparierbar. 

In die em Fall i te oft zweckmäßig, den ich ergebenden Zähleroperator A(Z I' Z 2) 
weiter zu approximieren mit Hilfe eine Diagonaloperator DIAG (Z l ' Z 2) : 

Ma 
(5) L L . ai , j Z ~ Z~ , 

i=- Maj =- Na 

wobei der minimalpha ige Diagonaloperator dann definiert i t zu 

(6) 

mit 

(7) 

Mc - l Nc- l 

DIAGo(Z I' Z2) = L L Ci,j Z t Z~ 
i=O j=O 

M d - 1 d - 1 . . 

= L d P> Zl iZi i L d ! 2 > Z{ Z~ 
i=O j=O 

Au dem 0 beschriebenen An atz ergibt ich ofort, daß da Pha enverhalten de 
Approximation operator da ideale Pha enverhalten dar teIlt und wir nur mehr da 
ent prechende Frequenz pektrum überprüfen mü en. 

Die prakti che Durchführung i t wie folgt: 
Man wählt eine be timmte *) Operatorlänge Mb bzw. b und führt die erste Appro­

ximation läng der Hauptach en de vorgegebenen Idealoperators durch. Die Korre­
J,ttion mit die em 0 ermittelten Operator Bo(Z l ' Z2) Bo(1 /Z 1> 1/Z 2) ergibt dann 

wobei nach ent prechender Wahl von M a bzw. Na gilt 

co co 

(9) Pi (Z I, Z2) = L L pi,j Z i Z~ 
i=O j=O 

- 1 - 1 co - 1 

Q - (Z1' Z2)= L L q i,j Z i Z~+ L L q i,j Z i Z~ + 
i=-co j=- co i=O j=-co 

- 1 co 

(10) + L L qi,j Zl Z~ 
i=-co j=O 

8 *) Das wird im nachfolgenden Bei piel noch gezeigt. 



Damit ergibt ich der Zähleroperator zu 

M o a 

(11 ) A(Zl ' Z2) = L L aj,jZi Z1 
j= - M a j= - a 

Wie eingang erwähnt, ist es für den nicht eparierbaren Fall oft zweckmäßig, auch 
eine Diagonaloperatorapproximation durchzuführen. ach Wahl de entsprechenden 
Me bzw. e erhält man hier nach der zu ätzlichen Korrelation ent prechend 

(12) 

und darau für den Zähleroperator A' (Z l' Z2) 

Ma a 

(13) A' (Zl> Z 2) = L L aj ,j Z ~ Z~ 
j= - Ma j= - a 

Ab chließend ei vermerkt, daß es für die eismi ehe Anwendung wohl vorteilhafter i t, 
auf die zu ätzliehe Diagonaloperatorapproximation zu verzichten. Man erhöht dann 
zweckmäßigerweise den zu wählenden Wert für M a bzw. a' Der Grund hierfür liegt 
in der Tat ache, daß bei der üblichen digitalen Verarbeitung ei mi eher Spuren die 
Spuren immer als Vektoren auftreten und man aus organisatorischen Gründen die 
entsprechenden Filteroperatoren ebenfall als eindimensionale Vektoren anwenden 
will. Der Diagonaloperator ist ein array-orientierter Operator und kann daher zu 
Speicherproblemen führen. 

Außerdem ei noch angeführt, daß bei einer Fächerfilterung von Einzelsei mogram­
men eine Diagonalopera torapproximation nicht verwendbar i t. Für Stapel ektionen 
hingegen i t ie aber durchaus intere sant. 

A WE D U G BEI PIELE 
EPARIERBARE ZWEIDIME 10 ALE FILTER 

Ein sehr imple Bei piel hierfür i t da BOXCAR-Filter, da im Frequenzbereich 
folgende Charakteri tik aufwei t: (Rabiner et al. 1975) 

(14) D(f f )_{1 ... -a~wl~a 1\ -b~W2~ b 
l' 2 - 0 ... andernfall 

Die Rücktran formation in den Zeitbereich liefert 

(15) 

in (an 1) in (bn2) 
1[·n 1 1[·n2 
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Für das folgende numerische Beispiel wurde a = b = ; gewählt (Marschall 1980 c). 

Wir wählen Mb = 5 und erhalten folgende Gleichung system: 

2.51t 
-- - - ~b (l] 2.31t 21t 

- - - - --
2.31t 

b (! ) 
2.71t 2.51t 

-- - --
2.91t 2.71t 2.51t 

Das ergibt als Lösung 

B~l)(Zl) = 1 + 1,0166 zi +0,1418 z1 
BÖ2)(Z2) = 1 + 1,0166 Z~ + 0,1418 Zj: 

Die Korrelation mit dem Gesamtoperator ergibt dann den separierbaren Zähler­
array. 

Für da Beispiel wurde die Filterordnung des Zähler zu (11 x 11) gewählt. 
Da re ultierende Spektrum i t Abb. 1 zu entnehmen und zeigt, daß die Approxi­

mation zu einem sehr guten Filteroperator geführt hat. 
Zu ätzlich wurde die Impul antwort des Filters berechnet und in Abb. 2 dargestellt. 

Abb. 1 2D-BOXCAR-Filter, Frequenzspektrum Abb. 2 2D-BOXCAR-Filter, Impu!santwort 
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ICHT EPARIERBARE ZWEIDIME 10 ALE 'FILTER 

Der kla i che Fall eine zweidimen ionalen nichtseparierbaren Operator teIlt 
da Ge chwindigkeit filter, auch Fächerfilter genannt, dar (Embree et al. 1968, 
Kanasewich 1975). 

Im Frequenz-Wellenzahlenbereich ergibt ich für da ideale Flächenfilter (90°-Fall) 

(16) Dfk- ... v v {1 -ill< k<l!1 
( ) - 0 . .. andernfalls 

wobei k al räumliche Frequenz aufgefaßt wird: 

(17) 

mit K = Wellenzahl 
A = cheinbare Wellenlänge 

Im Zeitbereich erhält man 

co co 

(1 ) D(t,x)= S S D(f,k) e2ni (ft - kx)dkdf 
-co -co 

Definiert man Tn =n· dt al n ten Sampiepunkt und Xm=m· dx al m te Geo­
phon 0 ergibt ich 

f 

(19) D (Tn , X~ = dt dX J 
- f 

f 

= dt dx J 
- f 

d. h. eine zeitlich und räumlich ymrnetri ehe Impulsantwort. 
Dabei zeigt die Hauptach ein T-Richtung ein Koeffizientenverhalten, das der Reihe 

1 1 
1.3' 3.5' 5.7 7.9 
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entspricht. 
Wählt man nun Mb = 3 so erhält man folgendes Gleichung y tem für den Opera­

tor B~1) (Zl) = 

1 
-TI 

1 
7.9 

1 
- 9.11 

1 1 
3.5 TI 
1 1 
TIu 

1 1 
uTI 

Die G außtransformation führt zu einem 2 x 2-Gleichungs y tem, au dem sich der 
gesuchte Operator be timmen läßt zu 

BÖ1) (Z 1) = 1 - 0,73895642 Z 1 + 0,06242998 Z i 

Eine andere Va riante in T-Richtung stellt die Reihe 

1 1 
1, 27' )7' LV ' . . . da r. 

Für Mb = 3 erhält man dann analog 

Man erhält für den F a ll M b= 3 für den enneroperator B~1)(Zd B~1) (1 /Z 1) eine 
"Filterordnung" von (5 x 1)*). 

Für die seismische Anwendung wird nun im ersten Schritt auf die weitere Appro­
ximation (Bf)(Z2) ' DIAGo(Z l, Z2)) verzichtet und die Korrelation durchgeführt, um 
den Zähleroperator A(Z1' Z2) zu ermitteln. 

Der sich so ergebende Array von Werten wird nun durch ent prechende Wahl von 
M a und N a be chränkt. 

In den Abbildungen 3 und 4 werden die re ultierenden Opera tor pektren gezeigt**). 

Abb. 3 erhält man, wenn der Zählerarray A (Z l' Z 2) auf ( 11 x 4) beschränkt wird, und 
Abb.4 ergibt ich, wenn man den Zählerarray auf (7 x 6) beschränkt. Die Gesamt­
punktzahl beider Operatoren liegt unter 50. 

*) Die erste Zahl gibt die Anzahl der Koeffizienten in T-Richtung und die zweite Zahl die entsprechende Anzahl in 
X-Richtung an. 

**) [n allen Beispielen wurde noch ein Antigleich tromfilter miteinbezogen . Filterordnung (3/ 1) (3 / 1). 
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Abb. 3 2D-Fächerfilter, Frequenz pektrum 
(11 /4}/(5/1) 

Abb. 5 2 D-Fächerfilter, Frequenzspektrum 
(13 /8) /(7 / 1) 

Abb.4 2 D-Fächerfilter, Frequenz pektrum 
(7 /6) /(5 /1) 

Abb.6 2D-Fächerfilter, Frequenz pektrum 
(17/10)/(7/1) 

Erhöht man nun jeweil die Filterordnung, d. h. wählt man Mb = 4, 0 führt das auf 
eine Filterordnung de enneroperator von (7 x 1). 

In den Abbildungen 5 und 6 ind wiederum die resultierenden Operatorspektren 
gezeigt, wobei für Abb. 5 ein Zählerarray von (13 x 8) und für Abb. 6 von (17 x 10) 
gewählt wurde. 

un gehen wir zu dem Fall über daß auch eine Diagonaloperatorapproximation 
durchgeführt werden oll. 
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Wir behalten Mb = 3 bei und führen al er ten Schritt eine Approximation längs der 
zweiten Haupt ache, d. h. in X-Richtung durch. 

Für die X-Richtung ergibt sich ein Koefflzientenverhalten, das der Reihe 

1 1 1 
1 ]I 57' ?Z 

entspricht. Der gesuchte Operator Bb2) (Z2) = 1 +- b ~2) Z2 + b&2) Z~ wird aus folgendem 
Gleichungssystem be timmt: 

1 1 1 

[W
J 

-57 y p-

1 1 1 bf) -F 57 F 

1 1 1 
-§L F 57 

Die ge uchte Lö ung i t dann 

Der Ge amtoperator für die Vorwärt rekur ion i t dann 

und hat die Filterordnung (5 x 5) . 
. Korreliert man nun den vorgegebenen Idealoperator mit dem Gesamtnenner­

operator B61 )(Z I) B62 )(Z2) B61)(1 /Z1) B62 )(1/Z2) so kann man zeigen, daß der ich 
daraus ergebende Zähleroperator läng der Hauptdiagonalen ein KoefTlZienten­
verhalten zeigt, da der Reihe 

1 
1, 2' 3 4 ' ··· 

ent pricht. 
Man erhält aus dem sich ergebenden Gleichung y tem dann (Md = Nd = 4) 

also formal eine Filterordnung von (4 x 4). 
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Der Ge amtnenneroperator ist dann formal (5 x 5, 13 x 13), der rechentechnische 
Aufwand jedoch ist durch die Separierbarkeit weitaus geringer. 

Der nun durch den Korrelations chritt sich ergebende Zählerarray wei t als größ­
ten Koeffizienten die Zahl 11 370 auf. Mögliche Be chränkungen de Zählerarray 
ind beginnend mit (11 x 6) möglich. 

Für Abb. 7 wurde (17 x 16) gewählt. Man sieht, daß durch die Diagonalapproxima­
tion eine ehr gute Annäherung an die Idealcharakteri tik erreicht worden ist. 

Abb. 7 20-Fächerfilter, Frequenzspektrum (17/16)/(5/5, 13/13) 

ABSCHLIESSE OE BEMERK GE 

Da vorgestellte Approximation verfahren wurde an zwei numerischen Bei pielen 
'demon triert. Die Ergebnisse sind zufrieden teIlend und zeigen die Leistungsfähigkeit 
des Verfahrens. 
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